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Weder kan de redactie met tevredenheid terugzien op den 
afgeloopen jaargang. Het was opnieuw onmogelijk alle toe- 
gezonden copie te verwerken. De oplossingen der vraagstukken 
zijn nu gedeelteijk bijgewerkt; dit jaar zal getracht worden 
daarmede flink op te schieten. 

Er moet echter bedacht worden, dat in den regel tusschen 
het opgeven der vraagstukken, en het verschijnen der oplos- 
singen ten minste een jaar zal verloopen. 

De nieuwe uitgave van Feuerbach kwam gereed. 

De zeer belangwekkende studie van Dr. H. A. Naber: 

„Das Theorem des Pythagoras”, waarvan de inleiding 
afgedrukt werd in de 4e afl. van den vorigen jaargang is in 
bewerking. 

Met het drukken van het derde werk, waarvan de redactie 
de witgave voorbereidde, nl. de door de toehoorders zeer op 
prijs gestelde lezingen van den heer Mannoury „Over de 
grondslagen der Meetkunde’ zal in het voorjaar een aanvang 
gemaakt kunnen worden. 

In een der afl. van den vorigen jaargang werd een circulaire 
gelegd, inhoudende verzoek aan hen, die voor een acte-ecamen 
hadden gestudeerd, hun ervaringen te vermelden. 

Naar aanleiding daarvan werden eenige mededeelingen 
ontvangen, die achtereenvolgens zullen worden opgenomen. 
De redactie wil niet nalaten haar dank te betwigen aan de 
inzenders daarvan voor hunne welwillendheid en moeite, welke 
zeker door hen, die voor acten studeeren, of’ voornemens zijn 
dit te doen, zeer zal worden gewaardeerd. | 


F.J. VAES. 
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Het axioma der Rekenkunde 


DOOR 


H. CC. DERKSEN (Sappemeer). 


„De lengte van de grote mast van een schip is onaf- 
hankelijk van de ouderdom van de gezagvoerende kapitein.” 

Dat zal ieder als waarheid willen erkennen, zelfs al 
hebben we allen in onze prille jeugd wel gezag gevoerd 
over een scheepje, waarvan de mast maar klein -was. 
Maar tevens zijn we ’t er allen over eens, dat deze waar- 
heid niet kan dienen als grondslag van een wetenschap. 

Wat dit te maken heeft met rekenkunde? 

Zoveel — als ik goed zie! — dat het vrijwel algemeen 
gebruikelijk axioma der rekenkunde een soortgelijke waar- _ 
heid is als deze van mast en kapitein. 

Zie ik verkeerd, dan hoop ik terechtgewezen te worden. 


Mijn redenering sluit — of sluit niet — aldus: ’n Voor- 
werp, 'n ding noemt men ’n eenheid; een of meer eenheden 
’n hoeveelheid. 

Aan de voorwerpen, de eenheden, onderscheidt men: vorm, 
kleur, grootte, de stof, waaruit ze bestaan, de plaats, die 
ze innemen, enz., en ook het aantal of getal. 

De rekenkunde heeft alleen te maken met het aantal, 
en niet met de dingen zelf. Wel kan men geen aantal 
hebben, zomin als een kleur of een vorm b.v., zonder 
een ding. Maar, evenmin als iemand, die 't heeft over 
kleuren, te maken heeft met de dingen, waartoe die kleuren 
behoren, evenmin heeft de rekenkunde er mee te maken, 
die zich bezighoudt met het aantal der dingen. 

Daarom ligt het ook niet op de weg der rekenkunde uit 
te maken, wát alzo als eenheid kan voorkomen. Dat kan 
worden overgelaten aan de wijsgeer — met grote kans, 
dat die er ook niet aan wil. 

Wel zou de rekenkunde graag presies omschrijven, wát 
het aantal is. Maar, dat kan ze totnogtoe niet, zomin 
als presies kan gezegd worden, wat vorm, wat kleur is. 

Nochtans, ieder heeft al gauw de begrippen kleur, vorm 
en ook het begrip aantal. En dit laatste vrijwel zuiver 
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zou ’k haast durven zeggen — tot hij aan rekenkunde 
gaat doen. Want dan wordt hij spoedig en danig van de 
wijs gebracht, als hij b.v. twee peren een benoemd getal 
hoort noemen. Hoe zouden wij staan kijken, als ons gele 
peren als benoemde Kleur werden voorgezet? 

_ Toch is dit laatste niet buitensporiger dan het eerste; 
want, zó als de kleur is: „iets, dat tot het ding behoort,” 
zó is het ook met het aantal — en evenzeer met de vorm, 
met de stof, waaruit het ding bestaat, met de plaats, die 
het inneemt. 

Dit zo zijnde, is het duidelik, dat gelijkwaardig zijn 
waarheden als deze: 

„De kleur der eenheden van een hoeveelheid is onafhan- 
kelijk van de vorm dier eenheden, van de plaatsing dier 
eenheden, van het aantal dier eenheden, enz.” 

„De vorm der eenheden van een hoeveelheid is onafhan- 


kelijk van de kleur dier eenheden, van...... enz.” 
„Het aantal der eenheden van een hoeveelheid is onaf- 
hankelijk van de kleur dier eenheden, van ..... enz.” 


Grote masten en kapiteins in overvloed! 

Daartoe behoort ook: 

„Het aantal der eenheden van een hoeveelheid is onaf- 
hankelijk van de plaatsing dier eenheden.” 

En hiermede ben ik, waar ik zijn moest; want dit 
laatste is — in beknopte vorm — het vrijwel algemeen 
gebruikelijk axioma der rekenkunde. 


N. L. W. A. Gravelaar neemt het niet als axioma, maar 
gaat het zelfs bewijzen ! 

Is het bovenstaande juist, dan moet dat niet kunnen. En 
ik wil wel als. plicht op me nemen te trachten aan te 
tonen, wáàár de fout ligt in Gravelaars redeneering. 

Dat het juist een bewijs van Gravelaar is, waartegen ik 
dan opkom, doet me genoegen, wijl niemand, die Grave- 
laar heeft bestudeerd, mij gebrek aan waardeering zal ver- 
wijten, omdat hij weet, dat ieder zodanige — en ik be- 
hoor daartoe — grote waardering van Gravelaars arbeid 
‚hebben moet. | 


Aan het bewijs gaat, als bepaling, vooraf: (Leerboek der 
Rekenkunde door N. TI. W. A. Gravelaar, 2e druk, S 17): 
„Als men de eenheden van de hoeveelheden 4 en 
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„B twee aan twee met elkaar kan laten overeen- 
„komen (naast elkander kan plaatsen, b.v.), zonder 
„dat er van een der hoeveelheden eenheden over- 
„blijven, dan zegt men, dat het „aantal” der een- 
„heden van A gelijk is aan het „aantal” der een- 
„heden van B”. 

Läat nu de “eenheden van. 4=zijn: …n olifdnt men 
enzv die -Van Bin MUR As enz dan worden bin 
de olifant geplaatst naast de mug en we zeggen: „die 
komen met elkaar overeen! 

Ja, in wat? 

Niet in grootte, vorm, kleur, enz., nòch in plaats, 
maar ... wat aantal betreft. 

Op grond waarvan? 

Het antwoord kan mi. niet anders luiden dan: omdat 
we aannemen, dat ze in aantal overeenkomen, en we dus 
als axioma hebkhen. 

„Wat aantal betreft zijn alle eenheden gelijkwaardig”. 


Een tweetal opmerkingen hierbij: 

1°. Wie niet kan tegenspreken, dat het laten overeen- 
komen moet beteekenen: overeenkomen wat aantal betreft, 
kan er niet op tegen hebben het gecursiveerde in de be- 
paling van Gravelaar te lassen. En wat blijft er dan van 
over? 

2°. Niemand kan er tegen zijn, dat ik in de bepaling 
„twee aan twee” vervang door „één en één” en dan blijkt 
duidelijk, dat we ‘n eenheid van A nemende, zeggen: „het 
aantal van die eenheid is één’ en dan ‘n eenheid van B 
nemende: „het aantal van die eenheid is ook één”. 


Het verdere van S 17, waaruit moet volgen, dat het 
aantal der eenheden van een hoeveelheid onafhankelijk is 
van de plaatsing der eenheden, komt in ’t kort hierop neer : 

Laat de eenheden van A op een bepaalde wijze naast 
die van B geplaatst zijn, één en één, en laat dan gebleken 
zijn, dat er van B wat eenheden overblijven, dan zullen, 
hòe de eenheden van B ook worden verwisseld, altijd een- 
heden van B overblijven. 

Hierbij geldt dezelfde opmerking van zooeven: als men 
eenheden laat overeenkomen wat aantal betreft, neemt 
men aan, dat ze, wat aantal betreft, gelijkwaardig zijn. 
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Maar bovendien: wie bewijzen wil, dat het aantal der een- 
heden onafhankelijk is van de plaatsing, maakt gebruik 
van de stelling, die hij bewijzen wil, als hij een eenheid 
van B verplaatsende zegt: nu komt die eenheid weer met 
een eenheid van A overeen. Alweer: dit mag alleen, als 
men aanneemt: wat aantal betreft, zijn alle eenheden gelijk- 
waardig. 

Mitsdien is dit het awioma der rekenkunde, dat in 
t duister bleef. Ik ben er voor, dat het — zij het dan 
anders geredigeerd — de plaats krijgt, die het toekomt. 
't Kan mast nòch kapitein schaden. 

Als bepaling kan er op volgen: 

„Het aantal van ‘„ eenheid noemen we eén”. 

Tot slot maak ik er opmerkzaam op, dat reeds in 1900 
H. F. van Timmeren in het voorbericht van zijn „Nieuwe 
Theorie der Rekenkunde” zijn bezwaren tegen het gebrui- 
kelik axioma heeft uiteengezet. 

Die bezwaren zijn nw ook de mijne. En al kan ik mij 
niet vereenigen met zijn axioma, het is die Nieuwe Theorie, 
die in waarheid „nieuw” mag heten, die mij gebracht heeft 
tot mijn inzicht in het grondbeginsel der rekenkunde, dat 
ik voor het juiste houd. Voor het overige schaar ik mij 
gaarne mede aan de voeten van Gravelaar. 

Die het beter weet, dat hij het zegge! 


Naschrift van N. L. W. A. Gravelaar (Deventer). 
en science comme ailleurs, 
plaisanterie n'est pas raison. 
Lucien Poincaré. 

Wat de heer Derksen in zijn artikel uitvoerig meent te 
moeten betoogen, blijkt, bij nauwkeurig toezien, simpellijk 
de onaanvechtbare stelling te wezen, dat de vorming van 
het getalbegrip berust op de bewuste onderscheiding van 
„afzonderlijke” aanschouwingsbeelden, en, voeg ik er aan 
toe, met die onderscheiding een aanvang neemt. 

Een waarheid van zoo wijde strekking, onmisbare voor- 
waarde voor begripsvorming in het algemeen, in eenigerlei 
inkleeding, tot grondstelling bepaaldelijk van de „reken- 
kunde” te verbijzonderen, dit meen ik deswege te moeten 
ontraden. De 

Wat mij aangaat, ik vind in ’sheeren Derksens voorslag 
_ voorshands geen aanleiding, om de hoofdlijnen der wordings- 
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geschiedenis van het getalbegrip, in mijn Leerboek der 
Rekenkunde, getrokken, te verleggen. 

Voor een grondig wijsgeerig onderzoek in de onderhavige 
quaestie verwijs ik naar R. Dedekind’s: Was sind und 
was sollen die Zahlen? Brunswijk 1888. 


De constructie voor den regelmativen 5-hoek 
en 10-hoek aangevuld. 


DOOR 


F. J. VAES (Rotterdam). 


De bekende constructie voor zs en 20; nl: 
OG TI AB OMS MB EM DENN 
kan worden uitgebreid als volgt: 


Maak OE = zj = gr, }) trek EF // AB, AF // OC, dan moet 
CD bij verlenging door F' gaan, want 


1) Deze notatie gebruikte Schr. in het boekje: „De regelmatige 
lichamen en twee der half-regelmatige” (Leiden, Sijthoff, 1899). 

gr beteekent het grootste stuk van de in uiterste en middelste 
reden verdeelde lijn 7, k Xr het kleinste stuk. 

Volgens definitie is kr:gr=gr:r, of k=g?2, terwijl kr + gr =r, 
of k4-g=l. Uit de 2 verg. volgt: 92 +g—1l=0. 
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ADSAR =S (rr): gr == (lg) g=kig=g gg 1 
dus rOD OC. 


Dit geeft een uiterst scherpe contrôle op de zuiverheid 
der constructie, want een kleine afwijking bij D, geeft 
een groot verschil bij F. 

Bovendien is CF de diagonaal van den 5-hoek, want 


CD:CF == CO: CEB=r:(r +gr)=l: (1 +9) = 


9:99) =ggth)=g |. 

En ook is CE, evenals CD en CF, een der diagonalen 
van den 1O-hoek. Want als BG, GH, HI zijden zijn van 
den 10-hoek, en GK wordt // HI getrokken, dan is 
ZEGB=108% dus EG =g XX BE, en omdat EG =HI=g Xr, 
moet BE 4 zijn. 

Bijgevolg is Bl—=r- Kl=r gr == CE. 


Varia over ZI 


DE. N. QUINT (den Haag). 
(Vervolg van bl, 64, derden jaargang) 


Berekeningen van Tm. 


Onlangs werd in den Intermédiaire gevraagd naar 
een overzicht van de verschillende berekeningen, die van zr 
gemaakt zijn. 

De vraag was van belang. Niet zoozeer om te weten 
wie de mannen waren, die telkens weder het record ver- 
beterd hebben, maar omdat de vooruitgang in de hulp- 
middelen om zr te berekenen een beeld van den vooruitgang 
der wiskunde geeft. Vooral opvallend is de groote sprong, 
die er gedaan is na de ontdekking der differentiaalrekening. 

De volgende lijst moge beschouwd worden als een be- 
antwoording der vraag uit den wiskundigen Navorscher, 
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lets over Ísochronisme. 


DOOR 


De. G. J. D. MOUNIER (Utrecht.) 


Er zijn zoo van die onderwerpen, die reeds in de school- 
jaren met de leerlingen behandeld worden en die dan zoo 
duidelijk schijnen, dat zelfs middelmatige scholieren meenen 
het onderwerp volkomen helder in te zien. Dikwijls blijkt 
dan na jaren, dat de kwestie veel ingewikkelder is en dat 
men dan niet meer zoo duidelijk vindt, wat men in zijn 
schooljaren boven alle bedenking achtte. 

Tot deze onderwerpen behoort ook het isochronisme, 
waarmede ik thans in engeren zin bedoel het isochronisme 
der enkelvoudige en physische slingers en der regulateurs 
in zakuurwerken. Voornamelijk dat van het eerste maakt 
op school reeds een punt van behandeling uit. 

Op de lagere school vernemen de leerlingen reeds de 
merkwaardige eigenschap van het isochronisme der slingers 
bij de verklaring der slingeruurwerken. Later, bij het 
middelbaar of uitgebreid lager onderwijs, wordt dat isochro- 
nisme op elementaire wijze, met behulp van een figuurtje 
en enkele onbeduidende verwaarloozingen, bewezen en nog 
later, bij het universitair onderwijs, wordt de strenge for- 
mule medegedeeld, waaruit het isochronisme wordt afgeleid. 
Zoo behandelt Dr. Wilhelm Schell in zijn uitstekend en 
zeer uitgebreid leerboek over de Theorie der Bewegung und 
der Kräfte, eerst op blz. 825 den enkelvoudigen en later 
op blz. 845 den samengestelden of physischen slinger. &) 

Noemen wij FT de dubbele schommelingsduur, vo de 
snelheid, die de slinger, op het oogenblik dat hij wordt 
vrijgelaten, bezit, «ag de hoek van uitwijking op datzelfde 
oogenblik, a zijn lengte en g de versnelling van de zwaarte- 
kracht en zij verder: 

4 Or + 4 ga sin? F ag 


Pi 4 ga ) (1) 


1) Daar ík de éditie van 1870 bij de hand heb, hebben de aan- 
gehaalde bladzijden op deze éditie betrekking. 
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dan vindt Schell voor den slingerduur: 
ie} 3.5 
Pero elo) el) th @ 


BR 0: 


tr VEL it Grein de JL JEE end Dan een Ent Ee J | (5) 
g ] een el “oF 2,46 B 2 
Is nu « een zeer kleine hoek, dan wordt deze laatste 
formule bij groote benadering: 


Lry, (4) 


zijnde de formule voor het isochronisme. 
Ook (2) gaat in (4) over, indien men z maar klein ge- 
noeg neemt, waartoe weder a, zeer klein moet zijn en 


bovendien vo zóó klein, g worden ver- 


waarloosd. 

Dit alles geldt den enkelvoudigen slinger, maar kan zonder 
bezwaar, met behulp van de op blz. 845 ontvouwde theorie, 
op den samengestelden slinger worden overgebracht; zoodat 
wij ons met dezen laatsten verder zullen bezig houden. 

Wat is nu eigenlijk bewezen? Dit, dat zoolang de 
slingerwijdte zóó gering is, dat de cirkelbogen, waarin de 
verschillende punten slingeren, niet merkbaar van de 
cycloïdale beweging afwijken, de slingerduur onaf hankelijk 
is van de slingerwijdte. 

Zoodra dit is aangetoond, hetzij dan door beschouwingen 
als Schell ontwikkelt, hetzij door een figuurtje op meer 
elementaire wijze, roept men gewoonlijk „Eureka”, ik heb 
het gevonden en wordt Huygens den lof toegekend op dit 
beginsel zijn slingeruurwerken te hebben gegrond. Ik stem 
ten volle in met dien lof; maar meen toch, dat men hier 
een sprong maakt, die Huygens zeker niet gemaakt zal 
hebben. Wat toch bewijst (4), beschouwd als een be- 
nadering van (3)? Eenvoudig dit: Ik neem met denzelfden 
slinger op dezelfde plaats of op plaatsen, waarvoor g dezelfde 
waarde heeft, twee proeven. Eerst laat ik den slinger los 
bij een afwijking a, en na eenige schommelingen neem ik 
een tweede proef, waarbij ik den slinger de slingerwijdte a’, 
geef en hem daarna loslaat. De slinger gaat wederom schom- 
melen en het blijkt nu, dat ik in beide gevallen dezelfde 
slingertijden krijg. 
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Beschouw ik (4) als een benadering van (2), dan is de 
toedracht eenigszins anders, Bij de eerste proef geef ik 
den slinger weder de afwijking «a, maar tevens bij het 
loslaten een stoot, waardoor de aanvangssnelheid v, ont- 
staat. Na door zijn laagsten stand te zijn gegaan, loopt 
de slinger dan niet op tot zijn oorspronkelijke uitwijking 
«gy, maar tot de uitwijking %, als men fo zóó neemt, dat 


z == sin Us Bo 


is. Immers dan krijgt (2) de gedaante van (3) met ver: 
andering van ag in de grootere waarde 9. Als tweede 
proef geef ik nu den slinger de aanvangsafwijking en snel- 
heid «9 en vo en zie dan dat de verdere afwijkingen #9 
worden. Bij beide proeven blijken dan de slingertijden 
weder dezelfde te zijn. Dat is de eigenschap van het 
isochronisme, voorzoover het door Schell is bewezen. 

Men merke op dat bij de afleiding der formules nergens 
sprake is geweest van weerstanden, noch van wrijving in 
het ophangpunt, noch van doorbuiging van den slinger 
zelve, noch van weerstand van de lucht. De gevallen, 
respectievelijk bedoeld bij de eerste en bij de tweede proef- 
neming, kunnen nimmer in elkander overgaan. Weerstanden 
buiten aanmerking nemende, zal in een klok een slinger, 
die bij de uitwijking «ey, een snelheid vo mede krijgt, ge- 
regeld blijven slingeren met een uitwijking % en nooit 
meer of minder. Zijn schommeltijden blijven dus volmaakt 
aan elkander gelijk, zelfs al bestond de geheele eigenschap 
van het isochronisme niet, en wel omdat men steeds vol- 
maakt dezelfde uitwijkingen zal verkrijgen. Juist voor 
’t geval, waarvoor het isochronisme bewezen is, heeft men, 
voor een geregelden gang, het isochronisme in het geheel 
niet noodig. Zelfs zou een tweede stoot geen doel treffen. 
Iedere volgende stoot in de richting der beweging zou den 
slinger grooter slingerwijdte geven en eindelijk zou deze 
zóó groot worden, dat zĳĳ buiten de grenzen zou treden, 
waarvoor het isochronisme nog geldt. De eigenschap, 
waarop Huijgens zijn uurwerken construeerde ligt dieper. 

De grondslag voor de slingerbeweging, die tot het 
isochronisme leidt, waarvan Huijgens zich bediende, is 
m.i. deze. 

Op een slinger (nu vooral physische) werkt de versnelling 
van de zwaartekracht g, bij een bepaalden uitwijkingshoek 
«p een stoot, die de snelheid v, mededeelt, de wrijving in 
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het ophangpunt, de doorbuiging van den slinger en de weer- 
stand van de lucht. Onder deze omstandigheden gaat de 
slinger schommelen. Na korten tijd zal, men kan het 
althans inrichten dat het zoo gebeurt, een stationnaire 
toestand intreden. Alsdan zal de telkens medegedeelde 
snelheid v, juist worden uitgeput door de drie genoemde 
weerstanden. Nu heeft g een volstrekt onveranderlijke 
waarde, maar de snelheid v, hangt af van den meer of min 
onnauwkeurigen gang van het drijfwerk, de slingerwijdte, 
waarbij de stoot wordt gegeven, is ook niet altijd wis- 
kundig volmaakt dezelfde, zoo ook de wrijving in het 
steunpunt. De doorbuiging, zoo deze al invloed uitoefent, 
zal wel als constant mogen worden aangenomen; maar de 
weerstand van de lucht is niet steeds dezelfde, eensdeels 
omdat de barometrische druk verandert en anderdeels omdat 
deze weerstand van de snelheid, of zelfs haar vierkant, 
afhankelijk is en met deze verandert. Is er dus tusschen 
twee opvolgende slingeringen verschil, dan zal dit zich ook 
in dezen weerstand doen gevoelen. Eenigszins compen- 
seerend werkt echter dat, als de snelheid bij zekere slin- 
gering toevallig in eenig punt wat grooter is, de weerstand 
ook grooter wordt en dit dus de snelheid doet verminderen. 
Men ziet, behalve g en de doorbuiging, komen hier vier 
elementen voor, die niet steeds absoluut aan elkander 
_ gelijk zijn, te weten vo, ag, f en w, als f de wrijving in 
het ophangpunt en w de weerstand der lucht is. 

Het isochronisme, dat wij als grondslag voor de slinger- 
uurwerken behoeven, moet nu zijn: 

Onder den invloed van de meer of min ver- 
anderliĳjke grootheden %, ag, f en w verandert 
de slingerwijdte voortdurend, dan eens iets 
grooter, dan weder iets kleiner wordende. Uit 
formules voor 7, waarin behalve g en a ook 
Vissa en w voorkomen,;:aan tetoonem, dat 
deze slingeringen in gelijke tĳden worden 
volbracht). Dit is dan het isochronisme, dat wij be- 
hoeven en ik heb nergens kunnen vinden dat dit behandeld is. 

Evenals men bij zekeren hoek «a, uit (3) de verhouding 


enden II LDR 
kan opmaken en hieruit kan zien, welk percent van 7 


1) Ik onderstel, dat wij de compensatie-slinger gebruiken en dat 
wij dus van de uitzetting de metalen onafhankelijk zijn. 
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verwaarloosd wordt, moet men dan hier op gelijke wijze 
kunnen handelen. Men moet weten, welke de nauwkeu- 
righeid is, die met een bepaald slingeruurwerk te bereiken is. 

Nog onzekerder wordt de toestand bij zakuurwerken. 
In de „Allereerste gronden der practische en theoretische 
mechanica van Ch. Delaunay, bewerkt door F. A. T. Delprat 5, 
wordt het hoofdstuk uurwerken vrij uitvoerig behandeld 
en behalve in „de Natuur” jaargang 1906, vindt men hier- 
omtrent onder het woord „uurwerk” in Vivat’s encyclopedie, 
juist dezer dagen verschenen, veel belangrijks. De regelaar 
van zulk een uurwerk moet weder isochronistisch werken 
en het échappement zoo ingericht zijn (vrij échappement), 
dat de beweegkracht op de werking van den regelaar 200 
min mogelijk invloed uitoefent. Uit deze laatste opmerking 
volgt, dat het isochronisme ook hier weer voornamelijk 
betrekking schijnt te hebben op den doorslag van iedere 
schommeling en niet zoozeer op de veranderlijke grootte 
van den stoot, die het échappement mededeelt. Waren 
hier de weerstanden weer geheel te verwaarloozen, dan 
zou, evenals wij bij de slingerbeweging opmerkten, de ge- 
heele eigenschap van het isochronisme haar beteekenis voor 
den gang van het uurwerk verliezen. Ook hier zou dan 
één enkele stoot mogen plaats grijpen en de slingerwijdte 
zou zóó volkomen onveranderlijk zijn, dat, zelfs zonder de 
eigenschap van het isochronisme, een volkomen geregelden 
gang zou zijn gewaarborgd. 

Zelfs bij een vrij échappement is de volkomen gelijkheid 
van de opvolgende stooten niet ten volle verzekerd. Ook 
daar is de werking van het drijvende mechanisme met 
wrijvingsweerstanden enz. niet geheel vermeden. Dezelfde 
kwestie doet zich dus hier voor als bij de slingeruurwerken, 
namelijk de formule voor 7 moet, behalve met den regelaar , 
ook rekening houden met de grootte van iederen stoot en 
met de weerstanden. Hieromtrent gaf mij „de Natuur” 
van Januari 1907 onder „Correspondentie”, de navolgende 
inlichtingen. 

„Voor het isochroon loopen van den onrust in een uur- 
werk zijn de afmetingen van dit veertje van geen belang, 
mits men ze zoo neemt (in overeenstemming met veer- 


1) Van dit werk is een 5e druk verschenen, bewerkt door C. Krediet 
(Leiden, A. W. Sijthoff). De uurwerken worden behandeld in deel I, 
blz. 266—287. RED. 
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materiaal, traagheidsmoment, gewicht en drijf kracht van 
den onrust), dat de elasticiteitsgrens niet overschreden 
wordt. De eerste winding is ongeveer een spiraal van 
Archimedes (dus niet precies, wat is zij dan wel?), bij de 
volgende is de radiale verplaatsing van het beschrijvende 
punt evenredig met den poolshoek. De duur f van een 
slingering is: 


BER] 
he Ee 5 
NE pd? 0) 


(P belasting, werkende op een hefboom 7, g versnelling 
zwaartekracht, & electriciteitsmoduul, hier van 20000— 
30000, / de afgewikkelde lengte, b en d breedte en dikte 
van de veer). Niet in aanmerking is genomen gewicht 
veer en variabel traagheidsmoment. Het eerste is echter 
een groot deel van het totaal gewicht der slingerende 
deelen. Men gaat overigens geheel empirisch te werk.” 

Tot zoover „de Natuur”. De vraag rees echter bij mij 
op, hoe komt men aan deze formule? In Schell vond ik 
daaromtrent niets afdoends. Eenigermate vertoont zij echter 
overeenkomst met een formule, die goed bewezen, voor- 
komt in Wüllner’s Lehrbuch der Experimentalphysik, 
Erster Band, waarin de „Biegungselasticität” behandeld 
wordt. Daar vindt men voor de buiging van een horizontalen 
balk, welke aan de eene zijde stevig bevestigd is, en aan 
de andere zijde een gewicht draagt: 


ERD 
ab ad 
zijnde « de pijl van doorbuiging. Dit geeft: 


A ENG 
7 Eg bas’ 


als wij e, die bij Wüllner hetzelfde beteekent als d in de 
formule van „de Natuur”, door d vervangen. Het gedeelte 


a en 
Eg bdë 


komt nu in beide formules voor en wijst dus op eenig 
verband. 

Ziedaar wat ik omtrent het isochronisme heb op te 
merken. Daar de wetenschappelijke richting, waarin ik 
mij reeds sedert jaren beweeg, niet de technische is, maar 
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de levensverzekeringswiskunde betreft, ligt het niet op 
mijn weg hier verder op in te gaan. Toen ik echter op- 
merkte, dat mijn zakuurwerk minder dan één minuut 
per jaar verloopt, begon mij de kwestie van het isochro- 
nisme zeer te interesseeren. Daarom wilde ik dit punt 
gaarne eens aan de orde stellen; opdat technici er door 
opgewekt zouden worden dit onderwerp eens zuiver wis- 
kundig voor de lezers van dit tijdschrift te behandelen. 

Hetgeen mij dan toeschijnt van belang te zijn is: 

1°. Op te maken de formule, overeenkomende met (2), 
wanneer op de waarden van %, «9, f en wi) is gelet; 

2°. Te bewijzen formule (5); 

38°. Op te maken de formule, behoorende bij (5), op de 
wijze van de sub 1 te vinden formule ter uitbreiding van 
(2), d. w. z. met inachtneming van den stoot en de weer- 
standen ; 

4°, Op te maken de formule voor de compensatie-inrich- 
ting, wat de warmte betreft, bij den onrust; 

5°. Litteratuuropgave betreffende een en ander. 

Mogelijk willen wel verschillende technici in één of in 
meerdere afzonderlijke artikelen deze onderwerpen in dit 
tijdschrift behandelen. 

Ten slotte nog een enkele opmerking. 

Wij maakten reeds gewag van de verhouding: 

1: (LH 2 sin? Is ©), (6) 
welke voor zeer kleine « practisch overgaat in één en 
dan aanleiding geeft tot (4), de uitdrukking voor het iso- 
chronisme bij den slinger. 

Nu is ons, zooals wij reeds opmerkten, dit isochronisme 
voor den juisten gang der uurwerken onverschillig. De 
vraag is of, indien de slingerwijdte bij twee opvolgende 
slingeringen a verschillen, de verhouding: 

(LH HP sin? Ig 0): (1 HB) Sin? bled Ae) (7) 
gelijk één kan worden gesteld, wat een geheel andere vraag 


is. Zelfs als aan (6) gelijk één volstrekt niet wordt vol- 
daan; maar binnen de gewenschte grenzen van nauwkeu- 


1) Voor w kan men aannemen: 
W== Po + P1V + P2V2 + Pz VS, 
of geheel theoretisch eenvoudig: 
w=ky?, 
zijnde Po, P1, Pe, P3 en Kk constant. 
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righeid wel aan (7), zal een nauwkeurigen gang van ’t uur- 
werk verkregen worden. Maar deze overgang vana + A a 
is onmogelijk bij de onderstellingen, die aan (2), (3) en 
(4) ten grondslag liggen. Ook hieruit blijkt dat de leer 
van het isochronisme, gelijk die bij het elementair onder- 
wijs als inleiding tot de verklaring van het slingeruurwerk 
behandeld wordt, op begripsverwarring berust. 


De behandeling van het differentiaal beerip 
op de H. B. $. 


(Ben wit het „ruitjesschrift”’ van een der leerlingen 
gereconstrueerde les) 


DOOR 


G.J. VAN DE WELL, W.L 
(den Haag). 


Laat ik beginnen met te zeggen wat het „ruitjesschrift’” 
is. Een schrift met ruitjes 4 bij 4 mM., waarin de leer- 
lingen graphische voorstellingen maken. 

In de 3e klasse: punten, waarvan de coördinaten gegeven 
zijn, rechte lijnen, en in verband met de bestudeering van 
den drieterm y — ax? + ba +- c parabolen. Hoe dit geschiedt, 
en hoe hier het begrip afhankelijkheid en functie wordt 
voorbereid en ingevoerd, daarover zal ik hier niet uitwijden. 

Dit schrift wordt ook in de 4e klasse gebruikt voor het 
boven aangegeven doel bij de voorbereiding tot de mechanica. 

In de natuurwetenschappen is verandering schering en 
inslag, dus zal de wiskunde daar alleen dan met vrucht 
gebruikt kunnen worden, als ook in de wiskunde het begrip 
verandering is ingevoerd. Vóór dus de jongelui met vrucht 
de veranderende verschijnselen mathematisch kunnen be- 
schrijven, moeten zij vertrouwd geworden zijn met ver- 
anderende grootheden. 

De invoering van dit nieuwe begrip moet m.i. niet plaats 
hebben bij de toepassingen zelf, dat maakt de beschouwing 

Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 2 
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noodeloos gecompliceerd, maar te voren, om het volle licht 
te kunnen doen vallen op de natuurkundige of mechanische 
verschijnselen, die mathematisch beschreven moeten worden. 

Ik meen in het volgende aan te toonen, dat ook het 
differentiaalbegrip, dat voor de natuurkundige en mechani- 
sche toepassingen niet gemist kan worden, hoogst een- 
voudig en aansluitend met het geleerde kan worden aan- 
gebracht, en hoop op deze wijze te voldoen aan het van 
verschillende zijden tot mij gericht verzoek om mede te 
deelen, hoe dit begrip zelfs op de tegenwoordige H. B. S. 
kan worden behandeld. 

Ik zeg opzettelijk niet ingevoerd, want het is reeds inge- 
voerd: de aard der behandeling der natuurwetenschappen 
vordert dit. 

Ik verwijs bv. naar Molenbroek’s Gronden der Werk- 
tuigkunde, waar op blz. 5 voor de snelheid op een bepaald 
oogenblik de uitdrukking gegeven wordt: 


s — 8 
Hm lim. als Ml 0 
1 
Op blz. 14 heet de versnelling ten tijde t: 
Ork RO ED 
a =— lim. 5 als lim. lt, =0 
1 


Op blz. 24 komen in het bewijs, dat een rechtlijnige 
beweging, waarvoor de in f seconden afgelegden weg 
door de uitdrukking s—=bt—- ct? gegeven wordt, waarin b 
en c constanten zijn, een eenparig veranderlijke beweging 


is, de volgende berekeningen voor 


Oje 


bans ERE Hel FDN 
1 k 4 
lim. (b + 2ct tj) =bH2ct 
Op blz. 41 (nieuwe druk blz. 43) vindt men voor de 
hoekversnelling ten tijde t: 


v,= lim. 


dl dn 
4] 

Dit is onvermijdelijk. In de natuurwetenschappen heeft 
men de veranderingen van een verschijnsel te bestudeeren 
en als gevolg hiervan de snelheid dezer. verandering. 

Maar ter zake! Ik zal hier den inhoud van een paar 


q —= lim. 


voor Um. tj =0 
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lessen in den loop der maand September van dit jaar ge- 
geven, mededeelen, zooveel mogelijk in den toon dier 
lessen, met weglating natuurlijk van gedane vragen en 
gegeven bevelen. 

Bij de behandeling van den cirkel hebben wij deze be- 
paling van de raaklijn in een punt van een cirkel gegeven: 

Laat men een sniĳliĳjn, door een bepaald punt gaande, 
om dit punt draaien, tot de snijpunten samenvallen, dan 
heet de lijn in dezen stand raaklijn in dat punt aan den 
cirkel. 

De hoofdeigenschap: „een raaklijn in een punt aan een 
cirkel staat loodrecht op den straal van het raakpunt”, 
hebben wij ook als volgt bewezen. 

Wij trokken door het gegeven punt P een sniĳlijn P Q 
en verbonden de snijpunten P en Q met het middelpunt M. 
Voor den buitenhoek van den aldus gevormden geliĳk- 
beenigen driehoek vonden wij. waar ook Q lag, de betrek- 
king: buitenhoek == 90° + halven tophoek. 

We merkten toen op, dat de buitenhoek geen stand- 
vastige grootheid is, maar een grootheid, die met den stand 
der lijn verandert, dus een veranderende grootheid. De 
waarde dezer veranderende grootheid is gelijk aan een 
standvastige of constante grootheid (90°) plus een veranderlijke 
grootheid (de halve tophoek), die zoo klein gemaakt kan 
worden als eenig denkbare grootheid, dus zeiden we, heeft 
de buitenhoek een grenswaarde of limiet, en deze is de con- 
stante grootheid, of anders gezegd, wordt gevonden door het 
veranderlijke stuk (de halve tophoek) gelijk nul te stellen. 

Het verschil tusschen de gegeven bepaling en het ge- 
maakte bewijs met de andere bepalingen en bewijzen der 
planimetrie springt duidelijk in het oog. 

In de planimetrie heeft men meestal te doen met figuren, 
die zijn, niet met figuren, die veranderen. In het gewone 
kader der planimetrie past veel beter een bepaling als deze: 

Een raaklijn in een punt aan een cirkel is de lijn, die 
in dit punt loodrecht staat op den straal van het raakpunt; 
terwijl de eerste stelling: „een raaklijn heeft slechts 
één punt met een cirkel gemeen” geheel meetkundig be- 
wezen kan worden, zonder gebruik te maken van ver- 
anderlijke grootheden, waarmede wij ons in de gewone 
algebra niet bezig hielden. 

De bepaling der raaklijn is opzettelijk zoo gegeven, omdat 
zij nu geldt voor de raaklijn in een punt aan elke kromme: 
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zoo wordt de raaklijn in een punt P der sinusoïde, die 
wij dezer dagen in de goniometrie leerden kennen, gevonden _ 
door een snĳĳlijn te trekken door het punt P, en deze om 
dit punt te laten draaien tot beide snijpunten samenvallen. 

Maar niet alleen zijn wij op het oogenblik in staat om 
te zeggen, wat wij door de raaklijn in een punt aan een 
kromme verstaan, maar wij kunnen zelfs de vergelijking 
dezer lijn opschrijven. Immers een raaklijn in een punt 
is een lijn door het punt P (z4, y;), en heeft dus tot ver- 
gelijking: y—y; — A (4—2%;), Waarin a de richtingscoëfficient 
der lijn is, de tangens van den hoek, dien de raaklijn met 
de positieve X-as maakt. Kenden we dien hoek en bij 
gevolg zijn tangens, dan konden wij de vergelijking vol- 
ledig opschrijven. 

Ter bepaling van dien tangens zullen wij denzelfden 
weg volgen, dien wij kozen om te bewijzen, dat de 
raaklijn loodrecht staat op den straal van het raakpunt. 
We zullen nl. uitgaan van de snijlijn door P, de richtings- 
coöfficient bepalen, nagaan of deze ook bestaat uit een 
constant stuk en een met den stand der snijlijn veranderlijk 
stuk, onderzoeken of dit veranderlijk stuk zoo klein ge- 
maakt kan worden als men wil, en dit deel dan nul stellen 
om de limietwaarde van den tangens te vinden. 

Dat we een limietwaarde zullen vinden kunnen wij wel 
vooruit zeggen: immers de sniĳlijn bereikt een limietstand, 
maakt dan een bepaalden hoek met de X-as, waarvan de 
tangens dus een bepaalde waarde heeft. 

Zij b.v. gevraagd de vergelijking van de raaklijn te be- 
palen in een punt P (2, 12) van de parabool y == 5 4? — 3 22. 

Deze parabool hebben wij 
reeds verleden jaar geteekend 
en tegelijk in het punt P de 
raaklijn getrokken. Bij meting 
bleek de richtingscoëfficient 
van de lijn 7 te zijn. 

We zullen voorloopig het 
punt P (zie de figuur *)) tot 
coördinaten x, en 4, geven en 
een dicht daarbij gelegen punt 


SAF AA, NH AH: 


*) Deze figuur is ontleend aan: „Graphische Voorstellingen en de 
beginselen der differentiaal- en integraalrekening” (P. Visser Azn, 
Haarlem, 1907). 
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Met Ax, en Ay, bedoelen wij dus een kleine (positieve 
of negatieve) verandering van x, en y, (A is de grieksche 
d, de eerste letter van het woord differentia — verschil, 
dat wij ook al in onze log. tafels tegen kwamen). Trekt 
men nu door P een lijn PZ evenwijdig aan de X-as, dan 


is PZ Ax, en SZ== Ay, zoodat tg SPZ = NN 
1 

Dit quotient hebben wij dus te bepalen. Om dit te 
vinden, bepalen wij eerst Ay, en deelen de komende uit- 
drukking door A #4. 

Wanneer wij dus in de vergelijking der kromme #4 + À x, 
substitueeren, vinden wij de bijbehoorende y, + A 41, welke 
verminderd met y, zal opleveren A y,‚. Aldus 


Ai jn Am Sr Am) 2 


U mk Li 


af 
A An=l0x, Aa dB(A) 8 Am 
Al 10m 35 Am 


Hieruit blijkt dus, dat el (evenals de buitenhoek) een 


1 
veranderende grootheid is, gelijk aan een standvastige 
grootheid (10 #4 — 3) en een veranderlijke grootheid (A zj), 
die zoo klein gemaakt kan worden als men wil. Dus heeft 


A 
vern 


1 
stuk nul te stellen, zoodat 


een limiet, die gevonden wordt door het veranderlijk 


jn ERO 
AN Ek 0 EAS 
Substitueert men hierin voor «, de waarde x, == 2, dan 
is dus de tangens van den hoek van de raaklijn in dit 
punt 7, evenals we verleden jaar door teekening vonden, 
en de vergelijking van de raaklijn wordt 


hele Of 


Neemt men voor 4, een andere waarde, dan vindt men 
den tangens van den hoek van de raaklijn in het overeen- 
komstige punt der kromme. 

Uit bovenstaande berekening blijkt dus niet alleen, dat 
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de limiet van a oor lim. A xj =n bestaat, maar dat 


1 

er een algemeene uitdrukking gevonden kan worden, die 
voor alle punten der kromme geldt, en ons voor al deze 
punten de richtingscoëfficient van de raaklijn leert berekenen. 
We zullen daarom voortaan de z, en y,‚ door een wille- 
keurige x en y vervangen. 


ANKE 
AN 


De betrekking lim AL —10x—3 hebben we afgeleid 
uit de functie y= 5x? —3x—?2, en heet daarom afgeleide 
functie van de gegevene. In plaats van im 

ANBI 501 A2 
schrijft men meestal zi hiermede drukt men dus uit, 
dat tot de limiet is overgegaan. Men noemt dy en dx 
differentialen, en Ee het differentiaalguotient. 


Het zal ons nu in de mechanica blijken, dat het ons 
niet zoozeer te doen is om de vergelijking van de raaklijn 
zelf, dan wel om haar richtingscoëfficient. Om dit in het 
licht te stellen, zullen wij de volgende toepassing maken. 
De afgelegde weg van een punt, dat een rechtlijnige een- 
parig vertraagde beweging heeft, met een beginsnelheid vg 
en een vertraging a, wordt volgens de natuurkunde gegeven 
door de formule s= vt — tat? en de bijbehoorende snel- 
heid door v =%— at. 
Als gegeven is vp —5 CM. en a==2cCM: vraagt men 
1°, de betrekking tusschen s en t,‚ die wij vroeger reeds 
wegkromme of weglijn noemden te teekenen; (ls dit 
de baan van het punt?) 

2°. de betrekking tusschen v en ft, die snelheidslijn genoemd 
is, te teekenen; 

3°. in verschillende punten der wegkromme de raaklijnen 
te trekken, de tangens op te meten van den hoek, 
dien de raaklijn in die punten met de positieve 
T @Gd)-as maakt, en deze te vergelijken met de snel- 
heid van het punt op dat oogenblik. 

De wegkromme s=—=—l25t is van den vorm 
y=ar?d-bed-e, en is dus een parabool. Neem als 
schaal 2 =y == ?ruitjes en zet uit: 
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‚|oo 
so A nd en ca Ee OK 
° | 5 BRE ed 


De snelheidslijn v—=—2t5 is van de gedaante 
y=ardb en is een rechte, ter wier bepaling twee 
punten voldoende zijn. 

Trekt men in de punten O, 1, 2, enz. raaklijnen en 
verlengt men deze tot ze de vertikaal, door het volgend 
uitgezet punt gaande, snijden, dan vindt men, als men de 
hoeken in die punten «a, «, enz. noteert: 


10 ruitjes 
2 ruitjes 
tgeen: bog lt; 
0 


Lg ag = =— 5 dus gelijk aan vo 


Lg 10 dane Cie Kos Oy; tJ 3 = Tr negatief, want het afge- 
sneden stuk valt volgens de negatieve s-as *) = —l == 03; 
—6 —]10 


Uit de teekening blijkt dus, dat de tangens van den hoek, 
dien de raaklijn met de positieve T-as maakt, gelijk is aan 
de snelheid, die het punt op het overeenkomstige oogen- 
blik heeft. 

Als dit geen toevallige eigenschap onzer figuur is, dan 
moeten we kunnen bewijzen, dat we voor de richtings- 
coëfficient in de punten der gegeven kromme een uit- 
drukking vinden, die volkomen gelijk is aan die van de 
snelheid voor de gegeven beweging. 


Ns ds 
AS MEE EL 
voor de gegeven kromme te bepalen, zooals we dit boven 
deden: 


Om dit te onderzoeken hebben we dus lim. 


*) Bij de behandeling der goniometrie worden ook van den beginne 
af coördinaten ingevoerd. De sinus is de y van het — op een een- 
heidscirkel — rondloopend snijpunt van het beweegbaar been. Hier- 
uit volgt onmiddelijk, dat de sinus + en — zal zijn met y dus + in 
1 en 2, negatief in 3 en 4 enz, 


24 


sd As=(tH ADB Af) 


s —=— ti? LJ 5t 
A 
Opti At 
Ln et 
dus NRE 2td5==v, 


(Hoe zou de uitdrukking zijn van een eenparig versnelde 
beweging ?) 

Hieruit blijkt dus de eigenschap: de snelheid op een 
willekeurig oogenblik van een punt, dat een rechtlijnig 
eenparig veranderlijke beweging heeft, is in grootte gelijk 
aan de tangens van den hoek, dien de raaklijn in het over- 
eenkomstig punt aan de wegkromme met de positieve T-as 
maakt. 

Een dergelijke betrekking hebben we ook verleden jaar 
gevonden, toen we, na de behandeling van de rechte lijn, 
de eenparige beweging in teekening brachten en toepasten 
op den treinenloop tusschen Rotterdam en Amsterdam. 
De helling van de weglijnen scheen in verband te staan 
met de snelheid: voor sneltreinen was de weglijn steil, 
voor boemeltreinen sterk hellend. Gemakkelijk toonden we 
toen aan, dat de richtingscoëfficient van de weglijn in 
grootte gelijk is aan de snelheid van den trein in het be- 
schouwd baanvak. 


(ls deze eigenschap in overeenstemming met de vorige?) 


Later zal het ons blijken, dat deze eigenschap niet alleen 
‚voor een eenparige of een eenparig veranderlijke beweging 
geldt, maar van elke willekeurige beweging. 

We voelen dus het groote gewicht om voor verschillende 
algebraïsche uitdrukkingen, b.v. y — ax?, y — ax? + ba +-c, 
y=sinx enz, die een wegkromme kunnen voorstellen, het 
differentiaalquotient te bepalen. Komen we dan dergelijke 
uitdrukkingen in de mechanica of de natuurkunde tegen, 
dan kunnen we het gevonden resultaat gebruiken, evenals 
we b.v. de uitkomst (a + b)3=—=a3 + 3a?2b + 3 ab? + 03 
ook gebruiken zonder nu juist elken keer het product van 
8 factoren a +b te bepalen. 
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Luchtscheepvaart, 


DOOR 


De. H. A. NABER (Hoorn). 


Bevindt zich in zeer belangwekkend stadium. Feller dan 
ooit is de strijd tusschen de beginselen „lichter dan lucht” 
en „zwaarder dan lucht.” Op het eigen oogenblik, dat 
Zeppelin boven het meer van Constanz, Parseval en Gross 
te Berlijn, Julliot met zijn ballon „Lebaudy”, te Parijs, de 
Engelschen met hun „Nulli Secundus” rondom den St. Paul's 
toren te London hun triomfen vieren, is men in Schotland 
bezig met geheimzinnige vliegproeven; hebben de gebroeders 
Wright — en de aeronautische wereld hecht beslist geloof 
aan hun beweringen — de eerste bezwaren van een vlieg- 
toestel overwonnen, en schijnt Santos Dumont, die zich 
niet zoo heel lang geleden minachtend over het „zwaarder 
dan lucht” uitliet, tot dat eigen beginsel bekeerd. 

Vooral het militaitre Nederland begint zoetjes aan te be- 
grijpen dat langer stilzitten niet aangaat. Na de schijn- 
bare rust der wintermaanden zullen dan ook „dirigeables” 
van uit Berlijn, Parijs en London boven ons land kunnen 
zweven en.... boven de nog ondoorzochte landen, die ons 
toebehooren. Terecht vroeg dan ook de Luit. ter zee 1e kl. 
S. P. Honoré Naber, of we den smaad moeten dulden, 
dat b.v. Nieuw-Guinea door een vreemde natie wordt in 
kaart gebracht. 


Daarom hebben de voorstanders van het lichter dan de 
lucht en het zwaarder dan de lucht deze antithese tijdelijk 
op zijde gezet. Er moet iets gedaan. En er kan iets ge- 
daan. De pers, die in 1908 nog de pogingen van den heer 
Sybrandi meende te moeten tegenwerken, stelt thans hare 
kolommen open. En waar niemand zich wenscht bloot te 
stellen aan het lot, dat den ingenieur Lilienthal in 1896 
trof, willen we alvast proeven met ballons, die ons beter 
met de derde dimensie zullen vertrouwd maken. De Luit. 
ter zee 2e kl. A. E. Rambaldo, die den stoot gaf tot het 
oprichten der nieuwe vereeniging, gordt zich dan ook aan 
tot het doen van wetenschappelijke ballontochten. 
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Onbetuigd liet zich hierbij de vaderlandsche wetenschap. 
Waar de HH. Rambaldo en Honoré Naber met uitvoerig 
en welsprekend betoog dit niet konden keeren, volsta hier 
een enkel woord, waarbij de zaak wat meer wordt bekeken 
van het standpunt dergenen, die in de vogels hun vrienden, 
en in de ballons hun vijanden zien of zagen; voor zuiver- 
mathematici is de aviatiek of vogelvlucht ook allicht het 
belangrijkst. 


Waarneming leert dat gieren, condors, kortom al de 
Z.8. „planeurs”’, uren lang niet klapwieken, en steeds hooger 
stijgen kunnen zonder eenige trilling zelfs van de vleugels. 
De kalongs stijgen omhoog „op roerlooze wieken”; valke- 
niers weten te vertellen van de prachtige evoluties hunner 
vogels; en toch waren de dieren als ze op de hand terug- 
keerden niet merkbaar vermoeid; hun hart klopte niet 
sneller. Albatrossen, meeuwen, vergezellen de schepen dag 
in dag uit en .... van groote inspanning is geen spoor. 


Wat deed nu de wiskunde? Zij berekende de kracht 
waarmede een plat vlak door een constante windsnelheid 
zou worden opgeheven. Er kwam een formule met Sin? a 
Cos «a. Maar zij onderzocht niet. Eerst Langley publiceerde 
in 1891 betrouwbare proeven en constateerde, dat de for- 
mule — N.B. van Newton — slechts +, zegge één twintigste 
gaf van wat er in werkelijkheid kwam! 

Dat een formule, die zelfs voor platte vlakken onbruik- 
baar is, op gebogen vleugels niet van toepassing kan zijn, 
is duidelijk. Maar de wiskunde maakte nog grooter flater. 
Zij hield geen rekening met het feit dat „wind” in geen 
enkel opzicht gelijkt op een stroom deeltjes met constante 
horizontale snelheid. Robinson had het al „ontdekt”; het 
was een „secret de tout le monde’ en toch moest Langley 
het circa 1893 opnieuw ontdekken, zóó weinig wist de 
wetenschap ervan! Scherp wordt dan ook door Langley 
gehekeld het resultaat van Navier, die in 1882, na veel 
differentieeren en integreeren, tot het resultaat kwam dat 
een zwaluw zwaarder werk doet dan een man die den 
ganschen dag aan het spitten is. Niet relatief maar abso- 
luut gesproken! ! 


Wie dan ook kennis neemt van de schitterend mooie 
publicaties van wijlen S. P. Langley, den man van den 
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bolometer, den Secretaris van het Smithsonian Institute te 
Washington, zal moeten beamen, dat de wiskunde te vroeg 
haar stem verhief. Zij was veel te vlug met haar „onder- 
steldes” en met haar „bewijs” dat vliegen tot de, onmoge- 
lijkheden behoorde. Zoo heeft niet alleen Mongolfier met 
zijn ballon, maar ook de wiskunde, aan de Aviatiek onge- 
veer 100 jaar van stilstand berokkend. 


Moge de mathesis het verzuimde goedmaken. Zij zal het 
ook wel moeten doen. Ongetwijfeld zal de geschiedenis zich 
herhalen: een nieuwe techniek geeft tal van interessante 
problemen. Wij herkennen dan ook al in de 8-vormige 
figuur, die de gebroeders Wright — als het moeielijkste 
proefstuk — met hun vliegmachine beschreven, iets als de 
Hippopede, die Eudoxus voerde tot zijne verklaring der 
planetenbeweging en zijne oplossing van het probleem der 
kubusverdubbeling. Als Eudoxus inspiratie zocht bij archi- 
tectuur en paardendressuur, moge het een mathematicus 
der 20ste eeuw geoorloofd zijn, zijn oog gevestigd te houden 
op reiger, ooievaar of meeuw, vooral op p. 26 van Mouil- 
lard „L'Empire des Airs”, waar de indrukwekkende beweging 
van een gier (gyps fulvus) wordt beschreven: 


„ul a jwré de ne jamais battre.” 


Samenvattend: Aeronautica, Logica en Wiskunde be- 
hooren bij elkander. De man, die zekere onmisbare wis- 
kundige instrumenten heeft uitgedacht (n.l. passer en lineaal) 
was, althans volgens Montucla, verwant aan den Daedalus 
der legende die, gewiekt, van Creta ontvluchtte. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


18. EULER’s verdiensten voor de elementaire wiskunde. 


Het was 15 April twee eeuwen geleden, dat Leonhard 
Euler te Basel geboren werd. Dit feit gaf op verschillende 
plaatsen aanleiding Euler’'s reusachtige arbeid te her- 
denken. Reusachtig, want werden zijne geschriften in 
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guartoformaat uitgegeven, dan zouden zij niet minder dan 
32000 bladzijden bevatten! Ook voor de lagere wiskunde 
zijn Euler's verdiensten groot; aan vele theorema's is zijn 
naam verbonden, voor bijna elk hoofdstuk is hij als her- 
vormer opgetreden. Dit deed dan ook Paul Stäckel in een 
voordracht voor den Mathematischer Verein te 
Hamburg verklaren: „Jeder Schüler unserer höheren Lehr- 
anstalten nimmt so viel Eulerschen Geistes in sich auf 
dasz es wohl ein Pflicht der Pietät wäre, wenn auch auf 
den Schulen bei geigneter Gelegenheit auf seinen zweihun- 
dersten Geburtstag hingewiesen würde.” Hier moge daarom 
zulks ook plaats hebben. 

Waarin bestaat nu die ,„Euler’sche Geist”? 

Euler is de schepper van de moderne wiskundige taal. 
Aan Euler danken we de teekens & voor som, voor 
differentie, de letters e, zr, 1, / met hunne bekende be- 
teekenissen. Van hem zijn de notaties afkomstig van A, 
B, C en a, b, ec voor de hoeken en zijden van driehoek 
ABC, alsmede schrijfwijzen sin A, cos A enz. Wil men 
het belang van dit alles beseffen, dan neme men een werk 
van een mathematicus, die voor Euler werkte — b.v. de 
circulì magnitudine inventa van Huyghens — en schrijve 
het over in meer moderne notaties; de un wordt veel 
overzichtelijker en sprekender. 

Gaan we thans na, wat we aan Euler op elementair 
gebied te danken hebben. 


De stelling, dat 2#-—— 1 ==o(p), zoo x geen veelvoud van 
het priemgetal p is, werd door Fermat in 1654 zonder 
bewijs aan Pascal meegedeeld. Euler vond het eerst een 
bewijs voor dit theorema (1756) en breidde het op de be- 
kende wijze uit. Dat het, noodig was vele der vermaarde 
uitspraken van Fermat nader te onderzoeken was Euler 
reeds vier jaren vroeger gebleken, toen hij de onjuistheid 
vond van Fermat’s meening, dat N= 2" + 1 een priem- 
getal zou wezen voor m —= 2”. Immers voor n=—=b is 
N = 4294967297, dat te splitsen is in 641 X 6700417. 


In de stelkunde behandelde hij de logarithmen op de 
thans gebruikelijke wijze. Neper ging uit van de verge- 
lijking van een meetkundige met een rekenkundige reeks; 
dp 


Johan Bernoulli, Euler's leermeester, van Ee 
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Van groote didactische waarde was nu Euler's opvatting, 
dat een machtsverheffing twee omgekeerde bewerkingen 
heeft, de worteltrekking en het nemen van een logarithmus. 
Klaar werd dit beginsel uitgewerkt in de „Vollständige 
Anleitung zur Algebra” (1771). Op het gebied der verge- 
lijkingen sprak Euler het eerst de stelling uit, dat elke 
n-de machtsvergelijking » wortels heeft, behandelde hij 
volledig de wederkeerige vergelijkingen, en gaf de bij het 
elementair onderwijs gebruikelijke methoden ter oplossing der 
onbepaalde vergelijkingen ax +-by=cenaxrtbyt-ez=d. 
Aan Euler's behandeling der kettingbreuken heeft de 19de 
eeuw slechts weinig kunnen toevoegen; ook gaf hij een 
methode ter oplossing der 4de machtsvergelijking. 


De planimetrie werd met vele belangrijke stellingen en 
bewijzen verrijkt, die thans in geen leerboek ontbreken, 
b. v.: in een vierhoek is de som der vierkanten der zijden 
gelijk aan de som der vierkanten der diagonalen vermeer- 
derd met het viervoud van het vierkant der lijn, die de 
middens der diagonalen verbindt. Een andere belangrijke 
vraag, die niet haar weg naar de elementaire leerboeken 
schijnt gevonden te hebben is de volgende: op hoeveel 
wijzen kan een #„-hoek door n—8 diagonalen in n—? drie- 
hoeken verdeeld worden? Dit aantal bleek te zijn. 


eee LNE 4n— 10 


3) . 8 . 5 . 5 . ee . ee . ee ee n LE 1 
Voor de inhoudsformules van Heron en van Brahmagupta 
gaf Euler fraaie bewijzen. Het eerste ontleend aan de 
Nov. Comm. Petrop. 1750 moge hier volgen. 
Zij (fg. 1) M het middelpunt van den ingeschreven cirkel, 
de loodlijn BF op CM snijdt DM in G. Nu is: 
A BMF A AME, dus BF: FM =(s—a): 
ep bOe (AnGME dus BEEM =0t een waaruit volgt 
MG X (s—a)=ar. 
Bij beide leden optellend 7 (s — a) heeft men: 
DG(s—a)=sr. 
Daar uit de A AMDC en DGB nog NOB 
(s—b)(s—ce) =D G.r, 
zoo geeft vermenigvuldiging: | 
s(s — d) (s — b) (s — c) =s?r? = [2, 
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Oorspronkelijk is Euler’s ontdekking — ze dateert van 
1765 — van de collineariteit van hoogtepunt, zwaarte- 
punt en middelpunt van den omgeschreven. Waar tegen- 


LTE 


woordig de eigenschappen van de z. ge. lijn van Euler in 
den regel meetkundig bewezen worden, moge het analytisch 

betoog van den ontdekker, 
B dat gegeven is in de Nov. 
Comm. Petr. 1/67, hier een 
plaats vinden. 

Voor de coördinaten (fig. 2) 
der drie genoemde punten 
en van het middelpunt van 
den ingeschreven cirkel (MN) 
vindt Euler: 


Fig. 2. 


H (245? —a:2c (C2 4 b2— 42) (a? HC? —b):2el 
ZZ (BH b2—a):6e EED 

M de c(a2 + b2—c2):8I 

N #(c+b—gq) 2 I:(a db +0) 
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Zoo nu gesteld wordt: 


adbde=e abtbetea=f abe=g 


dan wordt: 


We Ee Bte if (I) 
mett © 
HW nT 2 +2f 6) 
uz Wft 5 


Uit (1) en (2) volgt nu: HZ=2 MZ en uit (1) en (3): 
HM =S MZ dus ZM + HZ == HM, waaruit de collineariteit 
van A, Z en M volgt. 

(4) geeft onmiddelijk de bekende betrekking: 
MN? = R?—?2 Rr in welker ontdekking Chapple evenwel, 
na later bleek, Kuler voor geweest is. 

Ook de gelijkvormigheidspunten werden het eerst door 
Euler beschouwd; de naam is ook door hem _gebruikt in 
een verhandeling van 1777. 


Op het gebied der stereometrie moet in de eerste plaats 
de bekende betrekking Z + H == R+ 2 genoemd worden. 
Zooals vele andere formules zoo werd ook deze door Euler 
inductief gevonden (1750); eerst twee jaar later bewees 
hij, dat zijne formule voor een veelvak juist wezen zou, 
als zij het voor een viervlak was. 

Naar men weet is eerst veel later (1860) uit een nage- 
laten aanteekening van Descartes gebleken, dat ook deze 
met de genoemde eigenschap bekend geweest is. In 1758 
gaf Euler de formule voor den inhoud van een viervlak als 
functie van de zes ribben, welke formule door hem verder 
herleid werd tot: 


V=tabew sins. sin (s—p). sin (s—q). sin (s—r), waarin 


dan a,b,c de ribben zijn, die in een hoekpunt samenkomen 
en met elkander de hoeken p,q,7r vormen, welker som 
SRS. 

De analogiën, die er tusschen de vlakke en bolvormige 
meetkunde bestaan, werden meermalen onderzocht. 
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Dat de meetkundige plaats der toppunten van gelijke 
bolvormige driehoeken op een zelfden basis een kleine cirkel 
is, de z.g. cirkel van Lexell, werd door Euler drie jaar 
vóór den Finschen wiskundige gevonden. Het sphaerisch 
parallelogram werd bestudeerd evenals de gelijkvormigheids- 
punten van sphaerische figuren (1790). Ook het vraagstuk 
van Castillon om in een cirkel een driehoek te teekenen, 
welks zijden door drie gegeven punten gaan, werd voor 
den bol behandeld. 


Goniometrie en trigonometrie danken aan Euler den 
fraaien vorm, die zij heden nog hebben, en die zoozeer 
verschilt van den vroegeren toen b.v. de cosinusregel ge- 
schreven werd (uit een zeer geprezen leerboek van Kresa 
in 1720): 

r..S.2.anguli BAC::2rz..ardez—Ce 


In deze formule beteekent: r de sinus totus, d.i, de 
straal van den omgeschreven cirkel; 


. gedeeld door; 

S. 2. cosinus; 

:: gelijk; 

x‚z,Cc de zijden van den driehoek. 

De vooruitgang kwam vooral hier vandaan, dat sinus 
enz. niet langer als lijnen, maar als verhoudingen werden 
opgevat. 

Vele betrekkingen zijn ook van Euler afkomstig, b. v. 


sin A + sin (56° — A) + sin (72° + A) =sin(86° + 4) + sin(72—A) À 
sin a + sin(a + b) +... + sin(a + nb)=sin (a + 4nb)sind (n + 1)beosechb 
sina —=a.cosha.costa.costja..... 


welke laatste tot een benaderingsrectificatie aanleiding ge- 
geven heeft, die nog eenige jaren geleden als iets nieuws 
ter markt werd gebracht. Eindelijk werden door Euler de 
formules der vlakke driehoeksmeting uit die der bolvormige 
afgeleid; zeker alweer heel eenvoudig, maar alvorens hier- 
over met eenige minachting de schouders op te halen denke 
men aan de geliefkoosde uitspraak van Dirichlet: „Wenn 
man es hat ist es selbstverständlich, aber ..... man musz 
es eben haken”. 

Op de waarheid van deze woorden kan bij het onderwij 
in de wiskunde telkens gewezen worden. d 
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BOEKBESPREKING. 


L. E. J. Brouwer. Over de grondslagen der wis- 
kunde. Amsterdam—-Leipzig, Maas en Van Suchtelen, 1907. 

Het is een opmerkenswaardig verschijnsel, dat in ver- 
scheiden landen van Europa en ook in Amerika sedert 
eenige jaren van verschillende zijden pogingen worden ge- 
daan, het wiskunde-onderwijs te hervormen, en meer in 
overeenstemming te brengen met de nieuwere inzichten, die 
zich omtrent het wezen en den grondslag der wiskunde al 
sedert geruimen tijd in wetenschappelijke kringen hebben 
baangebroken. De tijd is reeds lang voorbij, dat de axio- 
ma’s en postulaten, zooals zij door Euclides (of zijn oudste 
commentatoren?) zijn opgesteld, voor onomstootelijk, of 
ook slechts voor logisch noodzakelijk golden, en evenmin 
acht eenig wetenschappelijk mathematicus het nog geoor- 
loofd, met reeksen en limieten even zorgeloos om te gaan 
als Huijgens of Newton indertijd meenden te mogen doen; 
en toch is het huidige elementaire onderwijs in meet- of 
rekenkunde nog nagenoeg gelijkvormig aan dat van vóor 
Lobatchefskij, vóor Gauss, vóor Dedekind en vóor Peano. 
Het is dan ook geen wonder, dat dit onderwijs meer en 
meer als niet geheel bevredigend wordt gevoeld, en de 
aansluiting aan het hooger onderwijs te wenschen overlaat. 
In Duitschland heeft vooral Felix Klein op een betere be- 
handeling van het limiet- en het functiebegrip bij het mid- 
delbaar onderwijs aangedrongen, in Italië zijn reeds meer 
moderne leerboeken sedert eenige jaren verschenen, en in 
gebruik genomen, en zelfs in het conservatieve Engeland, 
waar de schooljongens nog altijd uit „Euclid” zelf hun les 
moeten leeren, begint men ernstig over hervorming te 
denken, waartoe zeker de bekende mathematicus-philosoof 
Russell 1) niet weinig heeft bijgedragen. Men heeft com- 
missies benoemd en polemieken gevoerd, en is er inderdaad 
reeds toe gekomen, enkele hoofdstukken van Euclides door 
omwerkingen te vervangen. 2) 


Ĳ) Zie oa. diens artikel „The teaching of Euclid” in The mathem. 
gazette (vol. II, 1902, p. 165-167). 

2 Zie o.a: Report of the M. A, committee on arithmetic and 
algebra” (The mathem. gazette, vol. IT, 1902, p 181—183), „Report on 


Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 3 


Ld 
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Onder deze omstandigheden verdient zeer zeker een werk 
als het bovenstaande, dat niet alleen een overzicht geeft 
van nagenoeg het geheele gebied der moderne theorieën 
omtrent de grondvesting der wiskunde, doch bovendien de 
uitdrukking is eener eigen, wêlgevestigde overtuiging, de 
volle aandacht van de Nederlandsche wiskunde-docenten en 
van wie dit wenschen te worden. Het is het eerste werk 
van eenigen omvang, dat op dit gebied in ons land is 
verschenen, en staat geheel op de hoogte der tegen woor- 
dige wetenschap. Toch neemt de schrijver in zeker opzicht 
stelling tegen de allermodernste meeningen omtrent de 
begrippen „tijd”, „ruimte” en „getai”. Terwijl volgens de 
ouderwetsche methode alle moeilijkheden maar met een 
beroep op onze „intuitie”, onze „aangeboren begrippen” 
e. d. werden terzijde geschoven, is schrijver van oordeel 
dat de nieuwere wiskundigen, die meenen het geheel zonder 
die intuitie te kunnen stellen, en de geheele wiskunde als 
het ware mechanisch uit eenige formules te kunnen afleiden, 
evenzeer dwalen. Wel acht hij het noodzakelijk den invloed 
dier intuitie te beperken en nauwkeurig te omschrijven, 
doch hij is ervan overtuigd, dat zijzelve bij de grondlegging 
der wiskunde niet gemist kan worden. Ofschoon nu over 
dit standpunt zelf, en vooral over de juiste grens, die in 
dezen te trekken valt, zeker nog heel wat zou zijn te zeggen, 
willen wij hier volstaan met te constateeren, dat juist de 
verdediging van schrijvers standpunt aan het werk een 
zekere levendigheid geeft, die men bij een dergelijk „droog” 
onderwerp niet zou verwachten. Toch zal de lectuur aan 
hen, die van de uitgebreide buitenlandsche litteratuur over 
dit onderwerp nog weinig of geen kennis genomen hebben, 
zeker niet gemakkelijk vallen. Al dadelijk bij de behan- 
deling van het discreete getalbegrip en van het z.g. conti- 
nuum maakt schrijver een ruim gebruik van de Cantorsche 
Mengenlehre en de groepentheorie, terwijl ook zijn uiteen- 
zettingen omtrent de grondslagen van de projectieve en de 
metrische geometrie eenige vertrouwdheid met deze, ten 
onzent nog maar al te zeer verwaarloosde theorieën, en 


the Teaching of Geometry” (Nature, vol. 66, p. 108), „A. R. Forsyth, 
Report of the British Association Committee on the teaching of ma- 
thematics” (The mathem. gazette, vol. II, 1902, p. 197-201), „G. H. 
Bryan, J. Perry, R. W. H. T. Hudson, Fr, R. Barrel, Reform in 
School-Geometry (Nature, vol. 68, pp. 7, 177, 296). 
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met de functionaalvergelijkingen vereischen. Zij, voor wie 
dit geen bezwaar is, zullen ongetwijfeld met veel genoegen 
van dit degelijke werk kennis nemen, en de overige 
lezers..... mogen er een aansporing in vinden, om niet 
langer hun aandacht te onthouden aan datgene, wat tot 
recht begrip van het ware der mathesis meer en meer 
onmisbaar is, ook al wordt dat nu juist niet vereischt 
voor eenvexamen „KF of „KV! 
G. MANNOURY. 


Dr. Alois Lanner. Neuere Darstellungen der 
Grundprobleme der reinen Mathematik in Be- 
reiche der Mittelschule.- Berlin, Otto Salle, 1907. 

Leeraren bij het gymnasiaal- en middelbaar onderwijs, 
en zij die dit willen worden, zullen ongetwijfeld met be- 
langstelling kennis nemen van dit boek. 

Wat gedurende lange jaren slechts in tijdschriften of in 
speciaal-studies werd behandeld, — de uitkomsten van on- 
derzoekingen naar de grondslagen der wiskunde — begint 
langzamerhand gemeengoed te worden. 

(Ons land komt hierbij niet achteraan; men zie de be- 
spreking van het werk van den heer Brouwer, hiervoor- 
gaand, en de voorgenomen uitgave van de lezingen van den 
heer Mannoury). 

Het werk van Lanner gaat in dezelfde richting verder, 
door datgene te geven, wat plaats zou moeten kunnen 
vinden op de „middenschool”. Hierbij is niet slechts aange- 
geven wat de theorie leert, doch telkens wordt een voorbeeld 
van toepassing beknopt uitgewerkt. Bovendien is, waar 
het noodig was, een korte geschiedkundige mededeeling 
gageven. In beknopten vorm geeft het boek dus zeer veel. 

Beginnend met een definitie van grootheid, bespreekt 
schr. de natuurlijke getallen, de teekens hiervoor, optelling, 
vermenigvuldiging, aftrekking, deeling. De aftrekking leidt 
„tot negatieve getallen, de nul wordt als getal beschouwd; 
(het voorbeeld van den geladen geleider in dit hoofdstuk, 
kan uit een natuurkundig oogpunt niet volkomen verdedigd 
worden), de bewerkingen met negatieve getallen worden 
vermeld. De deeling leidt tot deelbaarheid (absolute en 
onderlinge). 

Zooals ieder bij ervaring weet, kunnen de vermelde 
onderwerpen niet behandeld worden bij het eerste onder- 
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wijs in de rekenkunde, omdat ze over de hoofden der 
leerlingen heengaan; het boek is dan ook niet voor onze 
leerlingen der lagere klassen H.B.S. en gymn. geschikt. 

In de hoogere klassen zou men het zeer goed kunnen 
gebruiken, — als er tijd voor kon worden gevonden, of 
beter gezegd, als er geen leerlingen waren zonder aanleg 
voor wiskunde. 

Het vastleggen van juiste begrippen kan immers eerst 
dán goed plaats hebben, als de leerling geleerd heeft de 
bewerkingen mechanisch uittevoeren. 

De systematische voorstelling der geheele getallen door 
een algebraische uitdrukking, dient om een goed inzicht 
te geven omtrent de deeling, en leidt tot een meer alge- 
meen onderzoek van de deelbaarheid der getallen. 

De deeling voert tot breuken; daarbij sluiten het rekenen 
met onnauwkeurige getallen aan, de repeteerende breuken, 
en de omzetting van gewone breuken in decimale en om- 
gekeerd. 

Vanzelf is men dan gekomen tot irrationeele getallen en 
grenswaarden, waarvan een goed inzicht noodzakelijk is 
voor een juist begrip van de infinitesimaalrekening. 

Het begrip „functie wordt dan ingevoerd voor alge- 
braïsche uitdrukkingen; na het bespreken van veranderlijke 
functies volgt onmiddellijk het differentiëeren met toepas- 
sing op vormen, die $ worden, en korte vermelding van 
maxima en minima. Uit den aard der zaak komt dan de 
integratie. 

Schr. heeft deze hoofstukken (in 12 bladz.) hier inge- 
lascht, omdat ze anders allicht verschoven worden naar 
het eind van den cursus, en dan niet als hulpmiddel 
kunnen gebruikt worden bij andere vakken. Zijn bedoeling 
is niet om een volledige behandeling van d. en i. te geven, 
doeh slechts om te doen zien, van welken aard de vraag: 
stukken zijn, die de infinitesimaalrekening wil oplossen; 
daarom legt schr. nadruk op de beschouwing van een inte- 
graal als de toename eener functie, waarvan men de snel- 
heid der verandering kent. 

Verhoudingen en evenredigheden, menging en gezel- 
schapsrekening, intrestrekening met rabat-, disconto en 
termijnrekening, kettingregel zijn weder welbekende hoofd- 
stukken. De vergelijkingen worden uitvoerig behandeld; 
op het „waarom” der verschillende bewerkingen is nadruk 
gelegd. Worden optelling en aftrekking als bewerkingen 
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van de eerste orde, vermenigvuldigen en deelen van de 
tweede orde beschouwd, dan volgen als operaties van de 
derde orde: machtsverheffen met hare twee omkeeringen : 
worteltrekken en logarithmenrekening. 

Schr. gebruikt het wortelteeken, omdat het eenmaal in 
de wiskunde vastgegroeid is, doch zou liever uitsluitend 
gebroken exponenten gebruikt zien. 

Bij de logarithmen wordt aangegeven, hoe men een log. 
kan berekenen; de methode is naar de meening van ref. 
zeer geschikt om door leerlingen te doen uitvoeren, voordat 
ze het woord „logarithme” vernemen. 

Bij dit hoofdstuk komt e ter sprake. 

Het onderzoek van een macht met veranderlijk grondtal, 
of veranderliĳjken exponent volgt. 

Bij het afleiden van functies uit hunne eigenschappen 
blijkt, dat er geen andere bewerkingen bestaan dan de 
vermelde, die dezelfde eigenschappen als deze bezitten. 
De imaginaire getallen worden ingevoerd als een nieuw 
soort getallen, zonder hunne meetkundige beteekenis (even- 
min als bij d. en i. de meetkunde te hulp is geroepen). 
Vierkantsvergelijkingen, en verg. van hoogeren graad, on- 
bepaalde vergelijkingen, reeksen, samengestelde intrest. 
permutaties en combinaties, en het binomium gaan vooraf 
aan een hoofdstuk over „Politische Arithmetik”, waarin 
de waarschijnlijkheidsrekening en verzekeringen ter sprake 
komen. 

In een slotwoord merkt de schr. op, dat de wiskunde 
den naam van „droog” en „moeielijk” verkreeg, doordien 
het mechanisch werken te veel op den voorgrond werd 
geplaatst, en het aanbrengen van begrippen daaronder leed. 
Hoever men met den gemiddelden scholier gaan kan met 
het door hem behandelde, wordt door schr. nog als open 
vraag beschouwd, Bieler ARS: 


W. F. Elfrink: „De meetkunde der kegelsneden 
en eenige harer toepassingen”. Met 189 figuren 
tusschen den tekst en 6 uitslaande platen. Haarlem, De 
Erven F. Bohn, 1907. f 2.50, geb. f 8.00. 

Dit boek is een eigenaardige verbinding van zuivere theorie 
met practische toepassingen, Volgens de voorrede was de 
bestemming, te zijn; | 
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1°. eene voortzetting van de gewone hoofdstukken der 
stereometrie ; 

_ 99, eene inleiding tot de studie der analytische meetkunde. 

Omtrent het eerste vindt men echter uiterst weinig. 
Daarentegen zou de schrijver hebben kunnen bijvoegen: 

3°. een overzicht te geven van bestaande instrumenten 
om kegelsneden te teekenen, of elliptische voorwerpen op 
draai- of boorbanken te bewerken, welke men zelden in 
wiskundige of technische geschriften behandeld vindt. 

Want de wiskunde bemoeit zich niet met technische 
toepassingen, en de techniek beschouwt de bedoelde instru- 
menten als zeer bijzondere. Beschreven en afgebeeld zijn 
de ellipsograaf van Riefler, het ovaalwerk van Kärger- 
Leavitt „ de elliptische boormachine van Collet en Engelhard. 

Bij de hyperbool wordt een hulpmiddel aangegeven om 
de oppervlakken van driehoeken te bepalen, — de hyper- 
booltafels van Kloth —, en is een hoofdstuk ingelascht 
over hyperbolische goniometrie, later toegepast op de 
kettinglijn. 

Bij de parabool is gesproken over parabolische spiegels. 
Daarna wordt de kegelsnedenpasser van Hildebrandt be- 
schreven, en de trekpen voor kromme lijnen van Riefler 
afgebeeld. | 

Als slot worden „de groote problemen der oudheid”, nl. 
de verdubbeling van den kubus, de kwadratuur van den 
cirkel, en de trisectie van den hoek, kort behandeld. 

_ De trisectiepasser van Erkhardt, en die van Riefler worden 
afgebeeld. 

Aan het boek gaat een „historische inleiding” vooraf, die 
uitgaat van de genoemde problemen, en waarin in ’t kort 
iets vermeld is van Democrites, Plato, Menechmus, Dinos- 
tratus, Euclides, Archimedes, Eratosthenes, Appolonius 
van Perga, Descartes, de Beaume, Mydorge, Desargues, 
Pascal, Fermat, Wallis, van Schooten, van Heuraet, Hudde, 
Christiaan Huyghens en Johann de Witt. 

Het theoretische deel geeft een aantal eigenschappen en 
constructies betreffende de kegelsneden. W.J: VAB 


Dr. F. Bennecke: Eine konforme Abbildung als 
zwei-dimensionale Logarithmentafel zur Rech- 
nung mit komplexen Zahlen. Festschrift des 
Köngl. Victoria-Gymn. zur 300-jährigen Jubel- 
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feier des Köngl. Joachimsthalschen Gymna- 
siums zu Berlin. 1907. Verkrijgbaar bij Otto Salle, 
Berlin W 80. 2 Mark. An 
Om bewerkingen met complexe getallen uittevoeren, be- 
stond tot nu toe geen ander middel dan constructie, wan- 
neer men niet kon of. wilde rekenen. 

Zooals bekend is, leidt de oplossing van derde-machts- 
vergelijkingen soms tot de som van twee derde machten 
uit complexe getallen; terwijl bewerkingen met zulke ge- 
tallen vanzelf optreden bij conforme afbeeldingen. 

De heer B. heeft nu een logarithmentafel bedacht, met 
behulp waarvan bewerkingen op eenvoudige wijze kunnen 
worden uitgevoerd (tot in drie decimalen). 

Het is beter te spreken over rekenplaten (er zijn er: 9), 
waarop men log (a+ bi) voorgesteld vindt als X + Yi. 
Men zoekt het snijpunt der kromme lijnen a en b; de 
coördinaten van dat punt zijn X en Y. 

Daar Kl. Va? +5? kan men met behulp der platen 
ook de nep. log. vinden van de som van twee kwadraten. 

F, J. VAES. 


Edward Langley: „Stereoscoopplaten voor het 
onderwijs in perspectief”. Underwood and Under- 
wood, 104 High Holborn, London W.C. 8 sh. 

Twaalf duidelijke stereoscoopplaten op stevig carton geven 
de figuren, die bij het onderwijs in de perspectief door den 
leeraar moeten worden geteekend, om den leerling een 
beeld te doen zien, hoe lijnen in verschillende standen 
(loodrecht op het tafreel, onder 45° daarmede, enz.) zich 
voordoen in de perspectievische afbeelding. 
Achtereenvolgens geven de platen: 

Een lijn loodrecht op het tafreel (T), in het grond- 
vlak (G). 

Een aantal zulke lijnen. 

Een lijn in het grondvlak, gaande door de projectie 
van het oog op G; en een punt daarop. 

Een aantal zulke lijnen. 

De perspectief van een punt in G, bepaald door een 
loodlijn op T, en een lijn onder 45° daarmede. 
Verschillende punten van een loodlijn op G. 

De perspectief van een willekeurige lijn in G is even- 


_t 
kid 


ARE ks. 
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wijdig aan een lijn door het oog, die de lijn snijdt, 
en evenwijdig is aan het tafreel. 

8. Een aantal zulke lijnen, die in perspectief evenwijdig 

loopen. 

9. Neerslaan van oog en G. 

10. Figuur evenwijdig aan T. 

11. Figuur loodrecht op T. 

12. Plaatsbepaling van een punt ten opz. van G., T. en 
een 3e vlak. 

Meermalen moet perspectief onderwezen worden aan 
leerlingen, die weinig of niets aan stereometrie gedaan 
hebben, en die zich de bedoelde figuren niet duidelijk kun- 
nen voorstellen. Voor zulke zijn de stereoscoopplaten van 
zeer veel waarde. Doch ook voor hen, die ruimtevoor- 
stelling bezitten, zijn de platen van nut, al ware het 
slechts uit het oogpunt van tijdsbesparing. 

F. J. VAES. 


C. van Aller, Leeraar aan de Koninklijke Militaire Aca- 
demie. „Beginselen der analytische meetkunde”. 
(Omgewerkte druk van de „Beginselen der Hoogere 
Meetkunde”). Breda, de Kon. Mil. Ac. 1907. 

Bij de beoordeeling van een leerboek als dit kan men 
de vragen stellen: is het geschikt voor studeerenden om na 
te lezen wat op het college behandelá is, en ook: is het 
geschikt voor hen, die op eigen studie aangewezen zijn. 

Op beide vragen kan zonder aarzeling bevestigend ge- 
antwoord worden, daar het boek duidelijk en helder ge- 
schreven is, zonder onnut vertoon van geleerdheid. Met 
scheef hoekige assenstelsels is niet meer gewerkt dan noodig 
is; dit is zeer zeker een aanbeveling. Ook is het voor den 
lezer zeer gemakkelijk, dat de kegelsneden niet dadelijk 
te samen uit een algemeene verg. worden gevonden, doch 
eerst elk afzonderlijk worden besproken. Van de opper- 
vlakken van den 2en graad is het algemeene onderzoek 
weggelaten. Daardoor zullen zij, die aan een hoogeschool 
of voor acten studeeren, na het doorwerken van het boek, 
nog andere werken moeten naslaan. 

Verschillende kromme lijnen worden besproken, voor- 
zoover de strekking van het boek dit toelaat. 

Achter de meeste hoofdstukken zijn vraagstukken opge- 
geven, FJ, VÁrS. 
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VRAAGSTUKKEN,” 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur vóor 25 Juli 1908. Nieuwe opgaven, vergezeld. van 
de oplossingen, worden gaarne verwacht. 

Verzoeke het papier slechts aan éen kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk 
vel papier te nemen). 


191. Trekt men door het brandpunt F, van een ellips een 
willekeurige koorde PQ, verbindt men de uiteinden van 
die koorde met het tweede brandpunt F,, en beschrijft men 
voor A PQF, den aangeschreven cirkel aan de zijde PQ, 
zoo zal het brandpunt F,‚ het raakpunt zijn. 

(Men zie vraagstuk n°. 96, blz. 185, 2en jaargang.) 

Zaandam. P. BAKKER. 


192. Van een vierhoek zijn 3 zijden in positie gegeven; de 
vierde zijde gaat door een vast punt. Onderzoek de om- 
hullende der lijn, die de middens der diagonalen verbindt. 

Canisiuscollege, Nijmegen. Eve DINTER. 


198. Indien het vaste punt, bedoeld in het vorige vraag- 
stuk, volgens een bepaalde richting in ’t oneindige ver- 
dwijnt, is de omhullende een parabool; construeer op een- 
voudige wijze brandpunt en top. Ewe DINTER: 


194. Van een driehoek is de perspectief ABC gegeven, met 
het vluchtpunt V, van de basis a (BC). Bovendien is de 
perspectief Al en al gegeven van de weerspiegeling van 4, 
en van de onbepaald verlengde basis a, in een onbekend 
vlak (al zonder vluchtpunt). Te construeeren de vluchtlijn 
van het vlak van A 4 BCO. Oogpunt en distantiecirkel 
gegeven. | 

Kampen. Je NEED GRIEND 2JE. 


1) In Vraagstuk 176, bladz. 215, 3en je. leze men in den 2en regel: 
hebben het middelpunt. In Vraagstuk 176 en 177 leze men voor 
assen, halve assen, en voor Delft, Amersfoort. 

NO, 189, blz. 218 moet luiden: Bepaal de meetkundige plaats der 
middelpunten van alle gelijkvormige kegelsneden enz. 
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195. Een vlakke homogene cirkelvormige schijf ligt op 
een ruw horizontaal plat vlak. Om die schijf is een koord 
geslagen, zoodat de uiteinden daarvan horizontaal en even- 
wijdig loopen. Het eene uiteinde is bevestigd in een vast 
punt; het andere wordt gespannen door een kracht K,, die 
het middelpunt der schijf in eenparige beweging houdt. 
Als de schijf geheel gelijkmatig op het vlak rust, en de 
wrijving tusschen koord en schijf voldoende is om het glijden 
van het koord langs den rand der schijf te beletten, vraagt 
men naar de verhouding van K, tot de kracht, die, in het 
middelpunt aangrijpende, de schijf in eenparige beweging 
zou houden, en de spanning, die in het bevestigde uiteinde 
van het koord zal ontstaan. JV. De GEIEND, able 


196. Van een driehoek ABC is M het midden der zijde BC, 
en zijn Den & de snijpunten van BC met de deellijnen 
van den hoek 4 en van zijn supplement. 

Men vraagt den driehoek te construeeren, als gegeven 
zijn AD, AB—AC en / MAD, of wel AK, AB + AC en 
ZMAE, 

Breda. N. U. GROTENDORST. 


197. Wanneer in de reeks 
en 
de volgorde van de termen zoodanig wordt veranderd, dat 
de verhouding van het aantal positieve termen tot het 
aantal negatieve in Sn ten slotte a? is, zal de som van de 
reeks worden log (24). 
(Whittaker, A course of Modern Analysis). 
Middelburg. Dr. H, v-.De KMR 


198. Als sn de som is van ” termen eener convergente 
reeks, welker som s is, dan is: 


) a a? as 
Lim. e HS + ar T$ grtjs 
re ES 


(Whittaker, A course of modern Analysis). 
Dr VD EAM 


199. Men vraagt de kromme lijnen te bepalen, voor welke 
3 


N 
tE als e, N, s„, en s; achtereenvolgens den kromte- 
not ; S 
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straal, de normaal, de sub-normaal, en de subtangens in 
eenzelfde punt voorstellen. 
Nijvel (België). Dr. J. Rose. 


200. Als met (P) een paraboloïde, en met M een punt 
van de ruimte bedoeld wordt, vraagt men 

1°, aantetoonen, dat de voetpunten der normalen uit 
M op (P) getrokken, een omwentelingsoppervlak (Q) van 
den 2en graad vormen, waarvan de as evenwijdig is met 
die van de paraboloïde (bekende eigenschap); 

2°, aantetoonen, dat het middelpunt O van (Q) het mid- 
den is van de lijn, die M met den top van (P) verbindt; 

58°. de meetkundige plaats van M te bepalen, als O over 
(P) beweegt; 

4°, de enveloppe te bepalen van de bij 38° optredende 
oppervlakken (Q). Dr. J. Rose. 


201. Door twee punten A en B van een plat vlak denkt 
men alle hyperbolen, waarvan de asymptoten gegeven 
richtingen hebben. Door een punt C van het vlak trekt 
men een rechte lijn, welke een der hyperbolen snijdt in 
R en RL, en AB in P. Te bewijzen, dat PR X PRL een 
constante waarde heeft. Dr. J. Rose. 


202. Bepaal de integraal van 


| — xv? 
(a dba Va? deer d1 de 
indien «4 en b hetzelfde teeken hebben. Geef een een- 
voudiger oplossing voor het geval dat a=b=l, en be- 
reken met deze oplossing het oppervlak der kromme 
(2 — N22 + (Y2 — 12 == 1. Onderzoek en schets de kromme. 
Bepaal de coördinaten der dubbelpunten en buigpunten. 
Waartoe naderen oppervlak en omtrek der kromme, indien 
n zeer groot wordt? — 
Milltown Park, Dublin. C. v. SPAENDONCK. 


208. Op een bol zijn twee cirkels geteekend, waarvan wel 
de vlakken, doch niet de omtrekken elkander snijden. 

Hoe moet men den bol plaatsen opdat stoffelijke punten, 
die van uit den omtrek van den eenen cirkel langs rechte 
lijnen vallen naar den omtrek van den anderen, evenveel - 


« 
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tijd daarvoor noodig hebben, en hoe groot moet de wrij vings- 
coëfficient zijn ? 
Rotterdam. F.J; VAES. 


204. Gevraagd binnen een A ABC een punt P zoo te be- 
palen, dat, wanneer men door dit punt lijnen DE, FG en 
HK trekt, respectievelijk evenwijdig aan AB, CA en BO, 
de punten D, K, F, E, H,‚, G op een cirkel liggen. 

Leiden. H. G. A. VERKAART, 


205. 4. Een cirkel te beschrijven, die een geg. cirkel in 
diametrale punten snijdt, een geg. rechte raakt, en waar- 
van het middelpunt op een geg. lijn ligt. 

B. Een cirkel te beschrijven, die door een geg. punt gaat, 
en aq) twee geg. cirkels rechthoekig snijdt; b) een geg. 
cirkel rechthoekig en een anderen gegeven cirkel in diame- 
trale punten snijdt (vraagstuk 187 bladz. 40, 8en jaargang); 
c) twee geg. cirkels in diametrale punten snijdt. 

C. Een cirkel te beschrijven, die een geg. lijn raakt, en 4) 
twee geg. cirkels rechthoekig snijdt; b) een geg. cirkel 
rechthoekig, en een anderen geg. cirkel in diametrale pun- 
ten snijdt; c) twee geg. cirkels in diametrale punten snijdt. 

Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op Vraag 2a, 3en Jaargang bladz. 169. 

(De stelling, dat het vierkant van het afsluitvlak van 
een rechtzijdigen drievlakkenhoek gelijk is aan de som der 
vierkanten van de zijvlakken, zou men met het theorema 
van Pythagoras kunnen vergelijken. Kent men nu ook 
een overeenkomstige stelling voor een willekeurig viervlak, 
evenals in de vlakke meetkunde de cosinusregel bekend is?) 

Stellen V,, Va, Vz, en V4 de zijvlakken van een wille- 
keurig viervlak naar hunne grootte voor, dan bestaat de 
volgende betrekking: 


v= 7 + as 742 Vi Va cos (V4 Vi) 42 V, Va c08 (Vi, Va) 
+2 Vs Vg cos (Vz Vz). 
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Het bewijs kan als volgt gegeven worden. 

Elk volkomen begrensd veelvlakkig lichaam zal door een 
rechte lijn in een even aantal punten van zijn oppervlak 
gesneden worden, zoo wij een snijpunt met een ribbe voor 
een dubbelpunt rekenen, wanneer aan weerszijden van dat 
snijpunt de lijn buiten het lichaam ligt, Een punt name- 
lijk, dat zich op de lijn beweegt, zal zich, het laatstge- 
noemde geval uitgesloten, beurtelings buiten en binnen het 
lichaam bevinden. Daar het nu bij het begin der beweging 
en tenslotte buiten het lichaam is, moet het aantal snij- 
punten even zijn. 

Noemen wij de buitenzijde van het begrenzend opper- 
vlak positief, dan blijkt door toepassing van de vorige 
eigenschap op de projecteerende lijnen de waarheid der 
stelling. 

De projectie van het oppervlak van een volkomen be- 
grensd veelvlakkig lichaam is 0. 

Zijn nu V;, Va.... Vn de zijvlakken van een n-vlak, ap, 
Pp, Yp de richtingscoëfficienten van V,, dan hebben we de 
de volgende betrekkingen: 


V‚ cosa, + Vgcosag.... Vn COS an = 0, waaruit 
— V„cos an — Vj COS a, + Vg CO8 an... « Vn COS An—1- 
Evenzoo: 
— Va COS în — Vi cos B, + Vo cos Bg... Vri COS Bn 
— V„ COS yn — Vi CO8 71 H- Va COS yg .…. « Vai CO8 7n—1 


Door de laatste drie vergelijkingen in het kwadraat te 
brengen en op te tellen vinden we 


n—l n—l 
V2=2 Vit +22, Vi Voeos( Vi Vo), 
van welke betrekking de bovengenoemde een bijzonder 
geval is. 


Amersfoort. | F., T. A. CEDEE. 


Tweede Antwoord op Vraag 11, bl. 171, Sen jaargang. 


(Wat is een gelijkmatig convergente reeks?) 

Soient S„ et S la somme des „ premiers termes et la 
somme d'une serie à éléments variables, convergente dans 
un ensemble. On dira que cette serie converge uniformé- 
ment dans cet ensemble, si à tout nombre positif donné 
E on peut lui faire correspondre un entier positif N; le 
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même dans tout l'ensemble, tel que lon ait | S—S, | 
< E,‚ pour toute valeur de n supérieure à N. 

La dénomination de convergence uniforme (gleichmässige 
Konvergenz) est due à Weierstrass. 

Nijvel. Dr. J. Rose. 


Antwoord op vraag 14, blade. 219, Sen jaargang. 

Zonder gebruik te maken van het 3de en 4de gegeven 
lost men het vraagstuk aldus algebraïsch op: 

Stel, dat de cijfers van links naar rechts a, b, c, d en 
e zijn, dan heeft men: 

10a Jb =83c = Ze dari 

Stel c==2 f, dus e =3 f (10), terwijl a SONS 
10a + b=6f 2fdd=b 


10a + d=4f 
== dif 1042 0 
4 f 2 10a 
4f > 10 alan SEE 
fe Cd é 
12 > 104 
Gal 
10 +b=18 6 Jd =8 
fiel Oke 


Het getal is dus 18629. 

De reden, dat zoowel bij deze algebraïsche oplossing, als 
bij de rekenkundige (die zeker veel op deze algebraïsche zal 
lijken) van de beide overige gegevens geen gebruik behoeft 
gemaakt te worden, ligt in de beperking, die de algebraische 
getallen der vergelijkingen ondergaan, doordat zij cijfers 
van een 10 deelig getal moeten zijn. — 

Goes. A: WW. KLOOS,r JZ 


Tweede antwoord op Vraag 15, blade. 219, Ben jaargang. 
(Studieboeken voor boekhouden). 

De volgende boeken zijn in het bijzonder geschreven voor 
candidaten K. XII. 

Zij behandelen de theorie van het boekhouden op weten- 
schappelijken (wiskundigen) grondslag. 
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1. K. BES, „Leerboek voor de Theorie en Prac- 
tijk van het Dubbel-Boekhouden”, volgens eene 
nieuwe leerwijze, ten dienste van re: die zich voor- 


bereiden voor een examen . .… densbrijks f 4:90 
BK BLS, „Beknopt Leerboek van het Dubbel- 
Boekhouden”, BRAK rijs (1-80 


ECE MEN „Handleiding tot de beoefening van 
het Dubbel- Boekhouden”, ten dienste van aan- 
komende boekhouders, enz. . einer ijs fr: 0,60 

4, K. BES, „Lheorie en Practijk van het Enkel- 
boekhouden”, ten dienste van hen, die zich voor- 
bereiden voor een examen, en ten behoeve van den 
handelwege-druke. Seher de AD, 

Dak. BES, „Bijdragen tot de Geschiedenis en de 
Theorie van het Boekhouden”, ten dienste van 
hen, die zich voorbereiden voor een examen. 

Eris 00 
(Uitgaven van M. G. Vattier-Kraane te Tilburg). 

Vraag 16. 

Kan een der lezers ook eene constructie van den drie- 
hoek (bedoeld in vraagstuk 196, bladz. 42 van deze afl.) 
geven, als gegeven wordt: AD, AB + AC en / MAD of 
wel AK, AB—AC en / MAE? 

Breda. N. C. GROTENDORST. 


Correspondentie. 


Van verschillende zijden werd het volgende geschreven: 
Omtrent de eigenschap van het par. bewezen door den 
heer J. 4. van Dijck op bladz 185, 3en jaargang, kan worden 
opgemerkt, dat hiervoor een eenvoudig meetkundig bewijs 
als volgt is te geven. 
Trek in de figuur op bladz. 186 de lijn AC, en zij M het 
snijpunt van AC en HG, dan is 
An CEG == AGG 
A OOM Ss AN OEM 
A CEM == A AGM 


Evenzoo bewijst men A CFM = A AHM, waaruit door op- 
telling de bedoelde eigenschap voortvloeit. 
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Opmerking bij Vraagstuk 88, 3áâen Jaargang blz. 98. 

De gezochte meetkundige plaats is bekend. 

Men weet, dat wanneer eene kegelsnede over een rechte 
lijn rolt, het brandpunt een kromme van Delaunay be- 
schrijft. Voor een parabool is deze kromme een kettinglijn. 
Deze krommen van Delaunay zijn de meridiaandoorsneden 
der oppervlakken met constante kromming. 

Zie F. Gomes Teixeira, Tratado de las Curvas especiales 
notables bl. 466. 

Nyvel, (België). Dr. Jathosas 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de redactie ontvangen *). 


Uitgaven van de Erven Bohn, Haarlem. 


Dr. G. DE VRIES. **”) Beknopt leerboek der Reken- en Stel- 
kunde, 1907. 'f1.25, geb. f 1560 


Dr. Epvarp HEIS, **) Verzameling van algebraische Vraag- 
stukken. Vrij bewerkt naar het Hoogduitsch door 
Dr. D. van Lankeren Matthes en J. W. Tesch. 7e druk, 
herzien door L. v.d. Vegt. 1907. f 1.80, geb. fenn 


W.F. ELFRINK. De meetkunde der kegelsneden en eenige 
harer toepassingen. Met 189 figuren tusschen den tekst 
en 6 uitslaande platen. 1907. f 2.50. Geb. f 3.00. 


De redactie ontving ook: 


J. A. BARRAU. Bijdragen tot de theorie der Configuraties. 
Academisch Proefschrift. 


Dr. F. BENNECKE. Eine konforme Abbildung als zwei- 
dimensionale Logarithmentafel zur Rechnung mit kom- 
plexen Zahlen. 

Festschrift des Köngl. Victoria-Gymn. zur 300-j. 
Jubelfeier des Köngl. Joachimsthalschen Gymn. zu 
Berlin. 


Verkrijgbaar bij O. Salle, Berlin W 30. 2 Mark. 


“) Van hollandsche leerboeken wordt geen bespreking gegeven. — 
**) Deze twee boeken sluiten bij elkander aan. 
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Het regelmatige Toovervierkant,” 


DOOR 


R. H. F. SIKKES, (Driebergen). 


INLEIDING. 


Het is bekend, dat men onder toovervierkanten verstaat 
eene reeks van opvolgende getallen, zoodanig in een vier- 
kant geplaatst, dat hunne som in de verticale en de 
horizontale rijen en in de diagonalen steeds gelijk is. 

Men onderscheidt die vierkanten vooreerst naar het aantal 
getallen in elke zijde in evene en onevene vierkanten; en 
verder in drie soorten: enkele toovervierkanten, duivelsche 
vierkanten en dubbele toovervierkanten. 

De enkele toovervierkanten bezitten buiten het zooeven 
genoemde kenmerk geene andere eigenschap. 

De duivelsche vierkanten onderscheiden zich daardoor, 
dat zij het kenmerk van toovervierkant ook dan blijven 
behouden, wanneer men eene of meer bovenrijen in hare 
volgorde onderaan plaatst, of de linker rijen in hare volgorde 
naar regts, of omgekeerd, van beneden naar boven of van 
regts naar links. De som in de diagonalen wordt daardoor 
niet gewijzigd, wat bij de enkele toovervierkanten wel het 
geval is. 

Eindelijk is een dubbel toovervierkant een zoodanig, dat 
men daarvan telkens den rand ter breedte van een vakje 
kan wegnemen, terwijl hetgeen er dan overblijft, steeds 
het kenmerk van het enkele vierkant behoudt. 

Daar wij ons alleen met de onevene vierkanten willen 
bezig houden, laten wij verder de evene vierkanten buiten 
beschouwing en eveneens de onevene duivelsche vierkanten 
(dat is te griezelig!) zoodat wij ons alleen bepalen tot de 
onevene enkele en de onevene dubbele toovervierkanten. 

Voor de enkele toovervierkanten is eene eenvoudige 


1) In de normale spelling van Siegenbeek. 
Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 4 
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algemeene wijze van constructie aangegeven door den 
Franschen wiskundige Gaspar Bachet in 1624; en zijne 
methode is later (in 1698) door zijnen landgenoot Frenicle 
de Bessy uitgebreid. Op een en ander komen wij weldra 
terug. 

Voor de vervaardiging van de dubbele toovervierkanten 
bestaat geen algemeene regel, voorzoover mij bekend is. 
Althans in de werken van Rouse Ball !), Lucas ?), Grosse $) 
en Riollot®) vind in dien niet. 

Over de dubbele toovervierkanten sprekende, waar hij 
dat met de zijde vijf behandelt, zegt Rouse Ball op blz. 119 
en 120 zelfs: („The first method applies ouly to such 
squares as can be divided into smaller (magic) squares of 
some order higher than two)... The second method consists 
in surrounding a magic square with a border... In this 
manner from the magic square of the Srd order we can 
build up successively squares of the orders 5, 7, 9, etc, 
that is, any odd magic square... Thus the bordered 
square will be necessarily magic, provided that the sum 
of the numbers in two adjacent sides of the external bor- 
der is correct. 1 have been unable, to discover any way of 
arranging this external border except by actual trial... 
The sum of each pair is 26 and obviously they must be 
placed at opposite ends of any line, but otherwise the 
arrangement can be discovered only by trial. 1 believe, 
that with a little patience -a magic square of any order 
can be thus built up.” 

Luucas handelt alleen over evene toovervierkanten, zooals 
hij reeds in de inleiding op blz. 91 zegt: „La présente 
Récréation a pour but de montrer la marche suivie par 
Fermat dans la formation des carrés pairs, d'après l’étude 
des dessins et des carrés du manuscrit.” 

Grosse handelt wel over onevene en duivelsche vierkanten, 
maar hij zwijgt over de dubbele toovervierkanten en geeft 
daarvan geen enkel voorbeeld, dan alleen het evene dubbele 
toovervierkant (zonder dat hij dezen naam noemt) van 


1) W. W. Rouse Ball. Mathematical recreations and problems. Lon- 
don, Macmillan and Co. 1892. 

2) E. Lucas. Récréations mathématiques. Paris, Gauthier et fils. 1894. 

3) Dr W. Grosse. Unterhaltende Probleme und Spiele. Leipzig, 
Quandt und Händel. 1897. 

4) J. Riollot. Les carrés magiques. Paris, Gauthier-Villars 1907. 
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Fermat met de zijde 22 (op blz. 76 en 77), dat door Lucas 
werd voltooid en ook bij dezen wordt gevonden. 

Riollot wijdt slechts ruim ééne bladzijde aan de dubbele 
toovervierkanten. Op blz. 111 en 112 zegt hij: „Nous dirons 
seulement quelques mots des carrés magiques à enceinte ou 
à bordures, les plus intéressants de tous”... En iets 
verder: „On voit de plus, qu'en partant du carré de 3 
comme noyau, on pourra construire successivement avec 
IR bOrduresslestarrés impairs "de: 65 7,0, etc. 

Les carrés à bordures réguliers se construisent de la facon 


suivante: (» — 2)? nombres moyens de la progression 
1, 2, 38,..., #2 sont employés à la construction du noyau 
intérieur, les 4 (# — 1) qui restent sont ensuite répartis 


dans les cases de bordure; deux couples de nombres com- 
plémentaires doivent nécessairement occuper les angles et 
les autres couples les mêmes bandes horizontales ou 
verticales. 

On peut aussi construire des carrés à bordures irréguliers, 
dans lesquels le noyau central est constitué par d'autres 
nombres que les moyens de la progression 1, 2, 3,.., n? 
(d'après M. Frolow”) — en geeft van beide een voorbeeld: 
in fig. 310 van een „regelmatig’”’ vierkant met de zijde 5 
en in fig. 311 «van een „onregelmatig” vierkant met de 
zijde 6. 

Volgens Riollot is dus een dubbel toovervierkant regel- 
matig of onregelmatig, naarmate het ingeslotene vierkant 
al dan niet de middengetallen bevat; maar over eene regel- 
matige verdeeling van de hoogste en de laagste getallen in 
den omtrek volgens eenen bepaalden en algemeenen regel, 


zooals wij die. ons voorstellen, 
4 |4alaol s las 2) 5 | spreekt hij niet: „les 4 (n — 1) 
4457] 17| zo| 16} 55| 6 | qui restent sont répartis dans les 
0 EE IEN 
seer 


cases de bordure,” enz. — 
Zulk een dubbel toovervierkant 

metde zijde zeven. is in fig. 1 

voorgesteld, dat, tusschen twee 
| haakjes, het uitgangspunt werd 

van mijne overdenkingen. _ Eene 
47 | e |sof4sj7 | e [49 aandachtige beschouwing van dat 
Fig. 1. vierkant leerde mij, dat er alleen 

| in de plaatsing der hoekgetallen 
regelmaat is. Vermindert men namelijk de hoekgetallen 
van het vierkant van vijf met 12, dan heeft men daar 1, 
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3, 23 en 25, die met de hoekgetallen van het vierkant 
van zeven volkomen overeenstemmen: in beide vierkanten 
staan in de hoeken de getallen 1, 3, n? — 2 en nf. 

Zoo kwam de gedachte bij mij op, of het niet mogelijk 
zoude zijn, ook bij deze onevene dubbele toovervierkanten 
aan alle getallen hunne vaste plaats volgens eenen alge- 
meenen regel aan te wijzen, of m.a.w. eene algemeene 
voor alle onevene dubbele toovervierkanten geldige wijze 
van constructie aan te geven, zooals dit voor de enkele 
het geval is. 

Of ik in mijne poging tot het vinden van eenen alge- 
meenen regel geslaagd ben, moge uit het volgende blijken. 


HET ENKELE TOOVERVIERKANT. 


Herinnerende, dat met enkele zoowel als met dubbele 
toovervierkanten hier bedoeld worden die der onevene ge- 
tallen, moeten wij eerst tot de enkele toovervierkanten 
overgaan. 

Deze kunnen gedacht worden, allen op dezelfde wijze te 
zijn ontstaan en wel uit het schuins staande vierkant 
van Bachet. Wanneer ik 
namelijk het geraamte 
van het vierkant 4BDC 
uitbouw op de wijze, als 
in fig. 2 en 4 is voor- 
gesteld, dan krijg ik een 
hulpvierkant abcd. Schrijf 
ik hierin de getallen in 
hunne volgorde neer, 
dan bevindt zich een Fie. 2. Fig. 8. 
gedeelte daarvan reeds in 
het vierkant, en wel, om eene vrij algemeen gebruikte, 
maar niettemin zeer onjuiste uitdrukking te bezigen, de 
n2 + 1 

9 je / 


„grootste helft” (= 


rie 

De „kleinste helft” me) staat er buiten en de 
overbrenging daarvan naar binnen geschiedt bij allen op 
gelijke wijze: elke der vier uitbouwingen vindt namelijk 
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hare basis op de overstaande zijde van het vierkant, waarbij 
de top dan wordt geplaatst naast (boven, onder) het 
middengetal. 

De grootte der verplaatsing is voor alle getallen gelijk 
en bedraagt steeds „ vakken. 

Op deze, door Gaspar Bachet aangegevene wijze kan men 
dus van elk willekeurig oneven getal zeer gemakkelijk het 
enkele toovervierkant maken, waarin de som der getallen 
in alle verticale en horizontale rijen en in de beide diago- 
nalen dezelfde is en voor alle vierkanten kan worden uit- 


2 
gedrukt door de formule EE waarin „ de zijde van 


het vierkant is. 
De eerste algemeene regel, die trouwens uit de wijze 
van ontstaan voortvloeit, is dus deze, dat het verschil der 


ol |arfaefe 
[slee 
ala zaal 
EIESEGEDE 


Fig. 5. 


opvolgende getallen in de rigting der eene diagonaal „ be- 
draagt en in die der andere — 1 is. Het verschil, dat ten 
deze bestaat tusschen de getallen, die bij de vervaardiging 
van het hulpvierkant reeds terstond hunne plaats in het 
vierkant innamen (fig. 2 en 4), en die, welke later daarin 
werden overgebragt, verdwijnt, als men zich bij de beoor- 
deeling daarvan op de diagonalen plaatst. Bij beide nemen 
de getallen van af de diagonaal AD in de rigting van B 
met l toe en in de rigting van C met 1 af; van af de 
diagonaal BC nemen zij in de rigting van D met » toe en 
in de rigting van 4 met » af (fig 3 en 5). 
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De onregelmatigheid tusschen de naast de diagonalen 
staande getallen is dus slechts schijnbaar, want men moet 
steeds in het oog houden, dat zij door de diagonalen ge- 
scheiden worden en daardoor ten opzigte der zooeven ge- 
noemde volgorde van elkander onafhankelijk zijn. In de 
rigting evenwijdig aan. de diagonaal BC, bedraagt hun 
verschil overal n — 1, of | 1 X(n — 1) bs; in die, evenwijdig 
aan de andere diagonaal, ” X (# — 1). Dit noem ik de 
„diagonaalverschillen” f 


De tweede algemeene regel, ook weder uit de constructie 
van het hulpvierkant voortvloeijende, is deze (fig. 6): 
2 
1°. het middenvak bevat steeds het middengetal — Re 


2°. regts naast het middenvak staat bij allen het kleinste 
getal dent, 

38°. links naast het middenvak het grootste getal: „2 
4°, onder het middenvak het getal „; en 
5°. boven het middenvak het getal nent 1 (fg. 6). 

Het middengetal is dus als het ware het „ovum” van 
het enkele toovervierkant, waaruit door deze formules de 
genoemde getallen gemakkelijk worden gevonden. Daar nu 
uit het middengetal de getallen kunnen worden afgeleid, 
die bij de constructie van het hulpvierkant reeds terstond 
hunne plaats in het vierkant innamen, en de vier overige 
getallen, elk in zijn quadrant, den 
grondslag vormen van de getallen, die 
later daarin moesten worden overge- 
plaatst, noem ik deze vijf getallen de 
„grondgetallen”’ en zijn zij als het ware 
het „embryo” van het enkele toover- 
vierkant, waaruit alle getallen gemak- 
kelijk volgens den eersten algemeenen 
regel door optelling en aftrekking worden 
gevonden, zoodat men op deze wijze Fig. 6. 
het toovervierkant construeert, zonder 
van het hulpvierkant gebruik te maken. Evenwijdig aan _ 
de diagonaal 4D namelijk vermindert men telkens met 
n in de rigting van 4, en vermeserdert men telkens met 
in de rigting van Ds; evenwijdig aan de diagonaal BC trekt 
men telkens 1 af in de rigting van C en telt men 1 bĳ in 
de rigting van B. 

Als gevolg van deze constructie heeft (daar het aantal 
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getallen van af het middengetal tot aan het hoekgetal 

n—l 

RON 

6°. in het linker bovenvak het getal 

nt 1 (nl gede U ene Ban Srl en a l 
De TD 2 2 int BD 

7°. in het regter benedenvak het getal 


bedraagt ) bovendien in alle vierkanten: 


); en 


2n2 —n +1 ee tomen Mi renbaan de 
2 9 Jed 2 1E 
DE 

zE TE evenals bij de constructie volgens Bachet. 


Omdat voor alle vierkanten, hoe groot ze ook mogen 
zijn, de getallen in de bovengenoemde zeven vakken door 
dezelfde formules worden gevonden; en om de gelijkheid, 
waarmêe de getallen in de rigting der diagonalen op elkander 
volgen, noem ik deze onevene toovervierkanten van Bachet 
„regelmatig”’. 


Nu is door Frenicle de Bessy aangetoond, dat men even- 
eens een toovervierkant verkrijgt, wanneer men bij de 
invulling van het hulpvierkant de volgorde der rijen naar 
willekeur verwisselt. Maar hierbij mogen de getallen der 
diagonalen AD en 8C niet deelnemen aan de verwisseling 
der aan haar evenwijdige rijen: de getallen, die bij dit 
regelmatige toovervierkant op de diagonalen geplaatst zijn 
(fig. 4), moeten dus steeds daarop blijven, zij het in andere 
volgorde. Van eene plaatsverandering is dan het middengetal 
natuurlijk uitgesloten en blijft dit steeds in het midden. 

Dergelijke vierkanten, waarbij de volgorde der getallen 
in de schuinsche rijen verbroken is, zijn niet meer regel- 
matig te noemen. Evenwel, onregelmatig zijn ze ook niet: 
in werkelijkheid is de regelmaat slechts gestoord, niet opge- 
heven. Wij noemen ze daarom „gestoorde” vierkanten; zij 
kunnen alleen uit het hulpvierkant worden geconstrueerd. 

Er zijn echter ook onregelmatige vierkanten; en het crite- 
rium, of een niet regelmatig toovervierkant „gestoord” dan 
wel „onregelmatig” is, vinden wij in het hulpvierkant, dat 
omgekeerd uit het toovervierkant kan worden gevormd. 
Eene verwisseling van twee of meer rijen van dit hulpvier- 
kant (onder het boven aangegeven voorbehoud) geeft dan 
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weder het ontstaan aan een nieuw toovervierkant, wanneer 
het vorige slechts „gestoord” was; was het „onregelmatig”, 
dan kan daaruit geen nieuw toovervierkant door middel van 
het hulpvierkant worden afgeleid. 


Ons blijft nog de vraag te beantwoorden, hoe groot het 
aantal storingen is, dat een regelmatig toovervierkant kan 
ondergaan. 

Beginnen wij daartoe bij het vierkant van 3, waarvan 
wij als grondvorm aannemen fig. 3, ontstaan uit fig. 2. 

Het is duidelijk, dat men dit hulpvierkant nog op zeven 
andere wijzen kan invullen, daar men met de 1 beurtelings 
bij de vier verschillende hoekpunten a, b, c en d kan 
beginnen, en van uit elk hoekpunt zoowel in de eene als in 
de andere rigting de cijfers achtereenvolgens kan neer- 
schrijven. Men verkrijgt dan in het geheel acht toover- 
vierkanten. 

In werkelijkheid zijn zij echter volkomen aan elkander 
gelĳĳk, daar het verschil alleen bestaat in de rigting, waarin 
de getallen op elkander volgen: de volgorde zelve is niet 
gestoord; want die vierkanten kunnen eveneens verkregen 
worden, indien de grondvorm eene wenteling ondergaat van 
90° en men dan van beide de spiegelbeelden vormt. 

Dat het vraagstuk betreffende het vierkant van 3 inder- 
daad slechts op ééne wijze kan worden opgelost, blijkt ook 
uit het volgende. 

Ter verkrijging van eene som van 15, zijnde een oneven 
getal, is het noodzakelijk, dat het aantal onevene cijfers 
in elke combinatie oneven zij, dus een of drie; waaraan 
niet anders kan worden voldaan, dan door de vijf onevene 
cijfers te plaatsen in het middenvak van het vierkant en 
tusschen de hoekgetallen. Nu voldoen met de cijfers 1, 3, 
1 en 9 slechts twee combinatieën aan de opgave (l + 9 + 5, 
14-86; 3484, 3 H-7 +5; enz), terwijl er met 5 
vier zijn. En in het vierkant, waarin de negen cijfers moeten 
geplaatst worden, wordt dat van het middenvak viermaal 
geteld (1 verticaal, 1 horizontaal en 2 diagonaal); de cijfers 
van de hoekvakken driemaal (1 verticaal, 1 horizontaal en 
1 diagonaal) en die van de overige vakken tweemaal (1 ver- 
ticaal en 1 horizontaal). In het middenvak komt derhalve 
het getal 5; tusschen de hoekvakken de getallen 1, 8, 7 
en 9; en in de hoekvakken de getallen 2, 4, 6 en 8, waar- 
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van drie combinatieën mogelijk zijn (2 +9 +4, 24-85, 
2-7 H- 6; enz). 

Ook algebraïsch kan men de noodzakelijkheid dezer plaat- 
sing bewijzen. In het vierkant (fig. 7) heeft men: 


(a ded) H(b HHA) HC HCH H(d HE Hf) 60, en 
aded-i db + he + gd + f —=45; dus 
e J e Le e OTO 
Verder is: 


adbde=l15, en ad dH-g==15; dus 2a Hb Hd 
d-ed-g=30; en daar c4-g—=10 is (want e—=5), is 
2a db 4 d=20, of 2a = 20 —b—d. 

Wijl nu b en d, als zij de kleinste getallen 
zijn, te zamen 3 bedragen, en, indien de 
SrooLsLbos temgamens ld, is 24 18-en.=3, 
of a<9 en >1. In de hoekvakken komt 
dus nooit 1 of 9, en deze getallen zullen aan 
den omtrek tusschen de hoekvakken hunne 
plaats moeten innemen, — tegenover elkan- 
der, opdat aan de voorwaarde, dat de som 15 zij, vol- 
daan worde. 

Verder is in de vergelijking 2a —= 20 — b —d de waarde 
Ja steeds even, en moet dus ook b + d even zijn; waaruit 
volgt, dat b en d òf beide even òf beide oneven moeten 
wezen. Daar nu, zooals wij zoo juist zagen, b (of d) òf 1 
òf 9 is en dus oneven, moet ook d (of b) oneven zijn, dus 
Ok Òf.-7. 

Ofschoon nu de 1 en 9 op vier verschillende wijzen 
tusschen de hoekvakken kunnen geplaatst worden, namelijk 


7 en de twee andere onevene getallen 
telkens op twee wijzen kunnen worden ingeschreven, kan 
men toch moeijelijk zeggen, dat het vraagstuk op 4 X 2=8 
verschillende wijzen kan worden opgelost. In werkelijkheid 
is er slechts ééne oplossing mogelijk. 

Hoe ten slotte de vier evene getallen in de hoekvakken 
zullen worden geplaatst, hangt alleen af van de wijze, 
waarop wij de 1, 8, 7 en 9 hebben ingeschreven, want 
de vergelijking 2a —= 20 — b — d geldt natuurlijk ook voor 
de andere hoekgetallen, — en met behulp van haar vinden 
wij gemakkelijk hunne plaats. 


als 1.9, 6, 9.1 en 
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Om nu tot de berekening van het aantal toovervierkanten 
over te gaan, dat uit het hulpvierkant kan worden gevormd 
door de verwisseling der getallenrijen, stellen wij deze rijen 
van fig. 2 en 4 door lijnen voor (fig. 8 en 9), die wij, van 
a uitgaande, opvolgend zullen nummeren. Hierbij laten wij 
echter de diagonalen AD en BC ongenummerd, omdat zij 
aan de verwisseling der aan haar evenwijdige lijnen niet 
deelnemen. 

Wij zien nu, dat, ofschoon volgens onze berekening er 
slechts ééne oplossing van het toovervierkant van 8 moge- 
lijk is en derhalve geene „storing” kan ens 
ontstaan in de volgorde der getallen, toch 
in zijn hulpvierkant eene verwisseling der 
lijnen kan plaats hebben, namelijk van 1p- ran Ene 


2.1 in plaats van 1.2 der lijnen, even- VAR AE 
wijdig aan AD, en eveneens 2.1linplaats f | B 
van 1.2 der lijnen, evenwijdig aan BC C KAG D 
(fig. 8). Door de verwisseling der aan ééne z-N 
diagonaal evenwijdige lijnen kunnen dus Fig. 8. 


1 X 2 of 2 hulpvierkanten of toovervier- 

kanten worden gevormd; en in vereeniging met de aan de 

andere diagonaal evenwijdige lijnenverwisseling klimt het 

aantal tot (1 X 2) X (1 X 2) =4. 

Immers, wanneer ik de rijen (of lijnen) door letters 

voorstel en wel door ab, be, ed en ad (fig. 2), dan is de 
b 

stand van fig. 2: a c (1). Hieruit ontstaat door verwisse- 
d 


C 

ling van ab en cd, evenwijdig aan BC: d b (2), en door 
a a 

verwisseling van ad en be, evenwijdig aan AD: b d (3); 
C 

terwijl uit (2), door verwisseling evenwijdig aan AD, of 

uit (8), door verwisseling evenwijdig aan BC, de stand 

d 


c a (4) te voorschijn komt. 
b 


Dit aantal van 4 is in strijd met het vroeger verkregene 
resultaat, toen we, door de verschillende wijzen van inschrij- 
ving van het hulpvierkant of door draaijing en spiegel- 
beelden van het toovervierkant, 8 vierkanten konden ver- 
krijgen (blz 52); en toen we daarna bewezen, dat er eigenlijk 
slechts ééne oplossing mogelijk is. Maar die tegenstrijdigheid 
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vloeit vooreerst daaruit voort, dat de lijnen, evenwijdig 

aan de diagonaal AD, bij de verwisseling steeds daaraan 

evenwijdig bleven; wat eveneens met de lijnen, evenwijdig 

aan BC, het geval was. Want maak ik de getallenrijen, 

die in fig. 2 evenwijdig zijn aan BC, evenwijdig aan AD, 
d 


en omgekeerd, dan verkrijg ik den stand a c (5), waaruit, 
Geb a 
op dezelfde wijze als boven, de standen b d (6), d b(7)en 
b a C 
c a (8) voortvloeijen: dus in het geheel 8 verschillende 
d 


standen. 

Onze berekening was derhalve foutief: wij verloren daarbij 
uit het oog. dat er nog vier vormen hadden kunnen ontstaan 
door inschrijving der getallen in het hulpvierkant in de 
andere rigting. De berekening had dus moeten zijn: 


2 MIXI XA XL =8. 

Wanneer wij echter vervolgens bedenken, dat de standen 
(2), (8) en (4) het spiegelbeeld zijn van (1); en (6), (7) en 
(8) van (5); dat eveneens (5) het spiegelbeeld is van (Ll), 
dan volgt daaruit, dat alle standen het spiegelbeeld zijn 
van (1). De volgorde is dan ook, zooals men ziet, in alle 
standen volkomen gelijk en wel a —b—c—d. Alleen is 
de volgorde bij 4 standen regts draaijend en bij 4 links, 
maar gestoord is zij niet. Er is dus inderdaad slechts ééne 
oplossing. 

De berekening vereischt dus nog rectificatie. Wij bedachten 
namelijk niet, dat 2.1 het spiegelbeeld is van 1.2; en dat 
ook de inschrijving der getallen in eene andere rigting een 
spiegelbeeld der eerste inschrijving moet geven, als zijnde 
daarmede symmetrisch. De formule voor het totaal aantal 
toovervierkanten van 8 moet dus luiden: 


A Sier, of liever: AS en 


ie harmonie met de vroegere beschouwingen is hiermede 
volkomen hersteld. 


Ik heb gemeend, bij het vierkant van 3 eenigzins uit- 
voerig te moeten stilstaan: in de eerste plaats, om vooral 
duidelijk te doen uitkomen, dat spiegelbeelden en draaijingen 
geene aanleiding geven tot het ontstaan van nieuwe toover- 


60 


vierkanten, maar wel tot verwarring, wat men ook van 
spiegelbeelden en draaijingen niet anders kan verwachten; 
en in de tweede plaats, om te doen zien, dat het aantal 
toovervierkanten volkomen juist gevonden wordt door onze 
berekening betreffende de verwisseling der lijnen; en zoo- 
doende die berekening bij de grootere vierkanten gemakkelijk 
te maken. 

Immers, wij hebben nu niets anders te doen, dan te 
onderzoeken, hoeveel getallen gevormd kunnen worden uit 
het aantal cijfers, waarmede 
de aan eene diagonaal even- 
wijdige lijnen genummerd 
zijn; daarin, met het oog 
op de spiegelbeelden, de 
noodige rectificatie aan te 
brengen en dan met gelijk 
bedrag te vermenigvuldi- 
gen, — op dezelfde wijze als 
bij het vierkant van 8. — 

Dit aantal bedraagt in 
het hulpvierkant van 5 
(fig. 9) voor de aan AD 
evenwijdige lijnen: 

LUIDEN BN EE 
Daar echter van deze 24 getallen de eene helft weder het 


spiegelbeeld is der andere helft (1. 2.3.4 — 4.3. 2, 1, enz), 
is de formule van het aantal toovervierkanten ook hier 


DEKENS 
2 


; zoodat in vereeniging met de ver- 


wisselingen der aan de diagonaal BC evenwijdige lijnen 


1D DEED EDEN: 1 zi ke 
Sn TN 5 — 12 X 12 SE 


schillende toovervierkanten van 5 kunnen gevormd worden. 
Op gelijke wijze vinden wij voor het vierkant van 7 het 


LCS DE 


aantal toovervierkanten: 5 bd 


6 
EE — 360 X 360 == 129.600 — enz. — 
Hoe grooter een vierkant is, des te meer storingen kan 
het derhalve ondergaan, maar Ket vierkant van 8 kan niet 
worden gestoord: zijne regelmatigheid is onverandelijk. 
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En hiermede kunnen wij gevoegelijk van dit onderwerp 
afstappen, om over te gaan tot dat, ’t welk ons nu moet 
bezighouden: 


HeT DUBBELE TOOVERVIERKANT. 


Het onderscheid tusschen het enkele en het dubbele 
toovervierkant bestaat dus, zooals we in de inleiding zeiden, 
hierin, dat bĳ het laatste niet alleen in de verticale en 
horizontale rijen en de beide diagonalen de som der getallen 
gelijk is, maar dat ook al de ingeslotene vierkanten deze 
zelfde eigenschap bezitten. 

Ten einde aan deze voorwaarde te kunnen voldoen, 
moeten noodzakelijkerwijze in het ingeslotene vierkant van 
8 de negen middengetallen voorkomen; in het ingeslotene 
vierkant van 5 de vijf en twintig middengetallen; enz., 
en in den omtrek de overblijvende laagste en hoogste getal- 
len.t) Aan deze voorwaarde voldoet dan ook het in fig. 1 


1) In het algemeen gesproken, is dit niet geheel juist: alleen voor 
de regelmatige dubbel-toovervierkanten is deze voorwaarde onmisbaar. 
Maar een toovervierkant, waarvan het ingeslotene vierkant de midden- 


getallen bevat, noemen 
wij daarom alleen nog 

HOE niet regelmatig, zooals 

aefsolazlazfe| [34 |sotsefzs| Riolot dit doet. 

vervierkant met de zijde 

14 2 vijf is hier weergegeven 

zaal o [iof 5 tf zof 7 |azf sz in fig. A, dat, gelijk men 

ziet, vrij wel met het 

Fig. A. Fig. B. fig, 1, bladz. 51 overeen- 

komt, wanneer men de 

getallen daarvan met 12 vermindert (het eene is eene „storing” van 

het andere: zie fig. 87); en wij voegen daaraan bij wijze van voorbeeld 
ingeslotene vierkant niet de middengetallen bevat. 

Ook het „regelmatige” vierkant van Riollot onregelmatig noemende, 
zijn er dan van de naar onze opvatting onregelmatige dubbele toover- 
vierkanten twee soorten: 

maar waarin de getallen langs den omtrek onregelmatig, d.í., niet 
volgens eenen algemeenen regel, zijn gerangschikt; en 
20, die, waarvan het ingeslotene vierkant andere getallen bevat dan 
de middengetallen. 


Zijn „regelmatig” too- 

fzfejeje) [elefefeje 
ingeslotene vierkant van 
in fig. B een onregelmatig” vierkant van 5 toe, waarvan dus het 
10, die, waarvan het ingeslotene vierkant wel de middengetallen bevat, 
Men zoude deze twee soorten op dezelfde wijze kunnen onderscheiden, 
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bladz. 51 voorgestelde vierkant, maar, zooals ik reeds zeide, 
eene overeenkomst heb ik slechts kunnen ontdekken in de 
plaatsing der hoekgetallen van de vierkanten 7 en 5. 

Indien nu de mogelijkheid bestaat, dat al de getallen in 
het dubbele toovervierkant naar eenen vasten regel kunnen 
worden gerangschikt, dan zullen wij den sleutel daarvan 
moeten zoeken in het vierkant van 8, — want dit is tevens 
een dubbel toovervierkant. Immers, het voldoet ook aan de 
bovengenoemde rangschikking der getallen volkomen: het 
ingeslotene vierkant bevat het ééne middengetal, de 5; en 
aan den omtrek zijn geplaatst de vier laagste en de vier 
hoogste getallen. 

Daar nu, zooals wij zagen, zijne regelmatigheid onver- 
anderlijk is, is het derhalve ook een regelmatig dubbel- 
toovervierkant, en komt bij ons als van zelf het vermoeden 
op, dat ook de hoogere dubbel-toovervierkanten regelmatig 
zouden moeten zijn, wanneer zij, mutatis mutandis, op 
dezelfde wijze als het vierkant van 3 kunnen worden gecon- 
strueerd. Hiertoe zullen wij thans overgaan. 


Het vierkant van 3 vereenigt dan in zich de eigenschappen 
van het enkele en het dubbele toovervierkant. Kan aan 
den eenen kant dit vierkant beschouwd worden als uit het 
hulpvierkant (fig. 2, bladz. 52) te zijn ontstaan en konden 
de hoogere enkele toovervierkanten op dezelfde wijze worden 
gevormd, zoo moet ook, bij het bestaan van wetten, ana- 
logie aanwezig zijn tusschen de plaatsing van de laagste en 
de hoogste getallen ín den omtrek van het vierkant van 3 
en in dien van de hoogere dubbele toovervierkanten. En dan 
is eene dier wetten waarschijnlijk deze, dat ook deze 
hoogere vierkanten gedeeltelijk nog de eigenschappen van 
het enkele vertoonen; — dat m.a. w. de plaatsing der 
laagste en der hoogste getallen, voor een deel, ook uit het 
hulpvierkant van het enkele kan worden gevonden. — 

Het kleinste ons nog onbekende dubbele toovervierkant 


als de lange syllaben in grieksche (en latijnsche) woorden. (De eerste 
vierkanten kunnen we dan noemen: onregelmatig door positie; de 
laatsten : onregelmatig van nature. 

Bij de eersten kan de onregelmatigheid worden opgeheven enkel 
door verplaatsing der getallen in den omtrek van elk vierkant; bij de 
laatsten zouden de getallen tevens van den eenen omtrek in den anderen 
moeten overgaan, en daarmede de gansche natuur van het vierkant 
worden veranderd. 
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is dat van 5, waarvan de moeijelijkheid alleen bestaat in 
de plaatsing der getallen in den buitenomtrek, daar wij 
reeds weten, dat het ingeslotene vierkant van 3 de negen 
middengetallen (9 tot 17) moet bevatten. 

In den omtrek van dit vierkant zijn zestien vakken, 
waarvan acht overeenkomen met de acht vakken in den 
omtrek van het vierkant van 8, namelijk de vier hoek- 
vakken en de vier middenvakken, die ik met een puntje 
heb aangeduid (fig. 10). Deze vakken noem ik de „hoofd- 
vakken”: 


1°. omdat zij in alle vierkanten voorkomen; en 
2°, omdat hun aantal in alle vierkanten gelijk is. 
De andere vakken, die daar tusschen gelegen zijn, noem 
ik de „bijvakken”: 
1°. omdat zij niet in alle vierkanten voorkomen (zij ont- 
breken immers in het vierkant van 8); en 
2°, omdat hun aantal steeds ongelijk is, daar het toeneemt 
bij het grooter worden van het vierkant. 


Fig. 10. 


Wanneer ik nu dit vierkant van 5 ook uitbouw tot een 
hulpvierkant, dan kan ik de eerste en de laatste rij der 
getallen daarin plaatsen (fig. 11), zonder met het ingeslotene 
vierkant van 3 in botsing te komen of in strijd met de 
daarin geplaatste getallen. Van deze tien getallen bevinden 
zich dan de 3 en 23 reeds terstond binnen het vierkant. 

Nu moeten de andere getallen naar binnen verplaatst 
worden en wanneer die verplaatsing ook hier op dezelfde 
wijze geschiedt, als bij het hulpvierkant in fig. 4 bladz. 53, 
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d. w.z., dat de getallen daarbij in dezelfde verticale of 
horizontale rij blijven, dan komen voor eene plaatsing in 
de hoofdvakken alleen in aanmerking de getallen 1, 5. 21 
en 25. Daarbij vonden zij dan hunne plaats aan de andere 
zijde van het middengetal, maar dat is hier onmogelijk, 
daar de plaatsen naast het middengetal reeds zijn inge- 
nomen; er bestaat dus wel degelijk verschil en de ,uit- 
bouw” is hier misschien niet op zijne plaats. 

Zeker, er is hier verschil: naast het middengetal kunnen 
zij niet geplaatst worden; maar toch is dit verschil niet 
zoo groot, als het-schijnt. In het enkele vierkant werden 
zij geplaatst naast (boven, onder) het middenvak, dat het 
ééne middengetal bevat; hier kunnen zij geplaatst worden 
tegen het vierkant, dat de negen middengetallen bevat. En 
daar ket middenvak het (eenige) ingeslotene vierkant van het 
enkele toovervierkant is, bestaat er volkomen overeenstemming, 
als wij zeggen: 

Evenals daar, geschiedt de plaatsing 
hier naast (boven, onder) het ingeslotene 
vierkant. 

Deze plaats schijnt ons dus voor die 
getallen als aangewezen (fig. 12), te meer, 
omdat die getallen zelve in overeen- 
stemming zijn met die in het vierkant 
van 8. Immers, evenals daar, staat dan 
ook hier: 


ef in het middenvak der regter kolom (kortweg: regter 
middenvak) het kleinste getal, de 1; 
2°, in het linker middenvak het grootste getal: n2; 


_8°, in het linker bovenvak het getal © 5. 
ed | nJ-1 
4°, in het regter benedenvak het getal (n? + 1) — En 
Dn He 1 


5°. in het benedenmiddenvak het getal »; en 
6°. in het bovenmiddenvak het getal „2 —n +1. 

Er moet dus ook overeenstemming zijn tusschen de 
getallen der nu nog ledige hoofdvakken: het linker beneden- 
vak en het regter bovenvak, in beide vierkanten. 

Bedenken we nu,‚:dat in het vierkant van 3 de som der 
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beide getallen in het linker bovenvak, de 2, en in het 
linker benedenvak., de 4, gelijk is aan 6 —= 2n; en dat wij 
het getal 4 aldaar dan kunnen uitdrukken door de formule 
PR Od DEE 

2 == — dan vinden wij bij toepassing 
dezer formule voor het linker benedenvak hier het getal 
7, daar nu „ — 5 is. Het getal in het regter bovenvak 
is hier dan: 26 — 7 = 19; en voor 19 in dit vierkant 
geldt, evenals voor 6 in het vierkant van 3, de formule: 


nt mts 
nel je Lek == BE De harmonie is alsdan 


On — 


volkomen, en de hoofdvakken van ons 
vierkant zijn, je althans, inge- 
vuld (fig. 13). — 

Voor we nu tot de invulling der 
bijvakken overgaan, heb ik eerst nog 
eene opheldering te geven. Men zal 
hebben opgemerkt, dat ik de som der . 
getallen in het linker boven- en beneden- 

Fig. 18. vak van het vierkant van 3 (zijnde 6) heb 
voorgesteld door 2; en het getal in het regter bovenvak (zijnde 
2n2 — 3n + 3 

2 


ook 6) door de formule ; en men zal daarin 
eene tegenstrijdigheid gevonden hebben. Maar die beide 
grootheden, al zijn ze gelijk, zijn van verschillenden aard; 
want de eerste 6 is slechts de som van twee der laagste 
_hoofdgetallen en komt als zoodanig in het vierkant niet 
voor; de tweede 6 is een van de hoogste hoofdgetallen. 
Trouwens, hunne gelijkheid bestaat alleen in het vierkant 
van 3, en men zal dus inzien, dat zij onmogelijk door eene 
en dezelfde formule kunnen worden uitgedrukt. 

In ons vierkant zijn nu derhalve nog slechts acht Rn 
oningevuld: de bijvakken; en om eene goede voorstelling te 
krijgen van de getallen, die daarin geplaatst moeten worden, 
zullen wij hen met de reeds gevondene hoofdgetallen in 
ééne rij plaatsen, in volgorde. Wanneer wij dan daarbij de 
hoofdgetallen onderstrepen, ziet de rij er aldus uit: 

MPA Ort 8 en 18 19: 2021 222844 20 


De rij is dus volkomen symmetrisch. Bij elk hoofdgetal 
behoort, als zijn trawant, een bijgetal, dat bij de laagste 
Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 5 


66 


getallen op het hoofdgetal volgt en bij de hoogste daaraan 
voorafgaat. Met moet dan ook niet zeggen: acht laagste en 
acht hoogste getallen, maar 4 X 2, te meer, omdat het dan 
in overeenstemming is met het vierkant van 8, waar men 
heeft vier laagste en vier hoogste getallen, of 4 X 1. 
Om nu de plaats voor deze bijgetallen in ons vierkant 
te vinden, moeten we weder tot het vierkant van 8 terug- 
keeren, hoe zonderling dit ook moge schijnen: immers, in 
dat vierkant komen geene bijgetallen voor. Wij vinden 
daarin echter toch den sleutel, wanneer wij ons den loop 
der getallen in den omtrek van dat vierkant voorstellen, 
alsof een wandelaar daar was langs gegaan: den eersten 
voetstap (het getal 1) zet die wandelaar in het regter 
middenvak, den tweeden (het getal 2) in het linker boven- 
vak, den derden (het getal 3) in het benedenmiddenvak en 
den vierden (het getal 4) in het linker Von 
Nu is in dat vierkant: 
1°. het regter middenvak tevens het zele dat onder het 
regter bovenvak ligt; 

2°, het linker bovenvak tevens het vak, dat grenst aan 
het bovenmiddenvak; en 

83°, het linker benedenvak tevens het vak onder het linker 
midden vak. 

Wanneer ik dezen gedachtengang op ons vierkant over- 
breng, dan zeg ik: de wandelaar gaat: 
1°. van het regter middenvak over het vak, dat onder het 

regter bovenvak ligt, naar het linker bovenvak; 
2°, van het linker bovenvak over het vak, dat aan het 
bovenmiddenvak grenst, naar het benedenmiddenvak; en 
83°, van het benedenmiddenvak over het vak onder het 
linker middenvak naar het linker benedenvak. 

Wij plaatsen dus tusschen 1 en 19 het 
getal 2, tusschen 3 en 21 het getal 4, 
en tusschen 25 en 7 het getal 6 (fig. 14). 

Wij hebben nu den wandelaar govdlane 
tot het linker benedenvak, van waaruit 
hij in het vierkant van 3 naar het inge- 
slotene vierkant gaat. Hier heeft hij even- 
wel nog eenen kleinen omweg moeten 
maken, vóór hij het ingeslotene vierkant Fig. 14. 
binnenging, namelijk over het vak van 
het laatste der lage bijgetallen, de 8. Maar dat is eenigzins 
geheimzinnig in zijn werk gegaan en langs dien omweg is 
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hij ons, helaas! ontsnapt. Wij zullen hem echter goed 
waarnemen, als hij er weer uitkomt, want hij stapt, dat 
weten we, in het vierkant van 3 van uit het ingeslotene 
vierkant naar het regter bovenvak. En zie, daar dat regter 
bovenvak naast het bovenmiddenvak ligt, gaat hij hier, 
als hij uit het ingeslotene vierkant komt, over het vak 
regts naast het bovenmiddenvak, naar het regter bovenvak. 

Tusschen 21 en 19 plaatsen wij dus 18, het kleinste der 
hoogste bijgetallen (fig. 15). 

Nu kunnen we den geheelen omtrek door optelling invul- 
len (wat we trouwens al eerder hadden kunnen doen), daar 
de som der tegenover elkander staande getallen steeds 
26 (=n*H- 1) is. Tegenover 2 moet dus staan 24, tegenover 
6 komt 20 en tegenover 18 moet staan 8. En, zooals men 


d 


Fig. 15. Fig. 16. 


ziet, de plaatsing der getallen is goed, want de som is in 
al de vier zijden —=65 (en eveneens natuurlijk in. al de 
verticale en de horizontale rijen en in de beide diagonalen), 
en alle getallen zijn geplaatst, zoodat het vraagstuk is 
opgelost. 

Dit dubbele toovervierkant noem ik, „regelmatig”’, omdat 
het geheel en al geconstrueerd is naar de regelen, die het 
vierkant van 3 beheerschen, en omdat deze zelfde regelen 
ons den sleutel geven voor de constructie van het dubbele 
toovervierkant van 7, 9, 11, enz. 

Om der regelmatigheid wille wensch ik bovendien de 
aandacht te vestigen op de volkomen symmetrische plaat- 
sing der vier laagste zoowel als der vier hoogste bijgetallen , 
in fig. 16 en fig. 17 afzonderlijk voorgesteld, als een toon- 
beeld van regelmaat en orde. 

(Wordt vervolgd). 
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Varia over 


DOOR 
Der. N. QUINT (Den Haag). 


(Vervolg van bl. 9.) 


De waarde n —= $5- 


1. De lijst op bl. 8 van dezen jaargang meegedeeld, vermeldt 
niet volgens welke methode zr = #38 gevonden is. Er werd 
een vraagteeken geplaatst, niet omdat de wijze, waarop 
Adriaen Anthonisz te werk ging, onbekend is, maar omdat 
het de vraag is of wel van een ernstige methode gesproken 
mag worden. Zeker is het, dat het fraaie resultaat bij de 
oorspronkelijke ontdekkers meer aan een gelukkig toeval, 
dan aan een degelijke theoretische beschouwing te danken is. 

Aan twee wiskundigen wordt de eer gegeven de breuk 
m1 =— 388 ontdekt te hebben; 1°. aan Adriaen Anthonisz 
(1527—1607) uit Metz afkomstig, die hier lande een ver- 
maard „stercktebouwmeester” werd, en het zelfs tot burge- 
meester van Alkmaar bracht, en 2°. aan Valentinus Otho 
(1550 —1605), die, geboren te Maagdeburg, zich ook wel 
Parthenopolitanus noemde, en als hoogleeraar te Witten- 
berg overleed. 

De uitkomst van Anthonisz is ons bekend door een mede- 
deeling van zijn zoon, eveneens Adriaen geheeten, maar die 
zich, zooals het een „prof. ord. binnen Franeker” paste, 
Metius noemde naar de geboorteplaats van zijn vader. Na 
in het „Vierde Capittel’’ van zijn „Manuale” de verhouding 
van Archimedes genoemd te hebben, vervolgt hij: „Nu kan 
men wel tusschen beiĳjden (circulaer-linie en diameter) naer- 
der comen: bij mijn salighe vader gevonden middelraminge 
seggende als de Diameter is 118, soo geeft den omring des 
Circuls 355 gedeelten is geen verschil van 1/,00000 gedeelte, 
daarom deze proportie sonder eenige merckelijke faute in 
een Circul, sijnde soo groot als de Circumferentie van ’t 
aerdrijck gebruijkt kan werden.” 

De „middelraminge” waarop de zoon hier doelt was En 
„la rigle des nombres moyens” van den Franschen wis- 
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kundige Chuquet, die als benaderingsmethode op het eind 
der 15de eeuw in zwang gekomen was. Ligt een waarde 


tusschen £ — en 5 —, dan kan men als benaderde waarde nemen : 


b 
EE en Lie methode ‘had nu Anthonisz zeker toegepast 


op een door hem verkregen uitkomst. Hij was n.l. in een 
fellen strijd gewikkeld geweest met den vermaarden cirkel- 
quadrateur Simon van der Eycke, en had daarbij aangetoond 


Sig > > 8d d.i. 
Bath Stes ALD, 
De middelraminge zou nu geven: 
msittdes 710 955 
REL2O 106 1022600118 
2. Twaalf jaar geleden kwam Curtze (Schlömilch’s Zeit- 
schrift, Bd. 40) met de mededeeling, dat door hem in een 
handschrift ontdekt was, dat een medewerker van Rhaeticus, 
Otho genaamd, dezelfde waarde reels in 1573 gevonden 
had, dus zeker vóór Adriaen Anthonisz, wiens geschrift 
met de genoemde grenswaarden eerst tien jaar later ver- 
schenen is. 
De methode van Otho is van gelijken rang als die van 
onzen landgenoot, alleen is hij met minder moeite aan zijne 
grenswaarden gekomen: Hij gebruikte eenvoudig de waarden 


— 3,1415929. 


van Archimedes, a en van Ptolemeus, 4e 1), en nam nu 
87/7 — 22 355 : se 
Er En TIE zooals weer volgt uit de bij bena- 
dering juiste gelijkheid: 
371 _ 20 
En eG 


Het is zeker wel merkwaardig, dat deze methode, zulk 
een fraai en nauwkeurig resultaat opgeleverd heeft. 


hd 


1) Als de straal = 1 was, dan vond Ptolemeus voor de koorde van 
Ls o d À Ì en JL DEE MASET ON zoo dat hij als benaderin 
60 " 602" 508 120 X 180’ ie 6 


877 


voor 7 nemen kon : —=. 
e 120 
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Experimenteele bepaling van 7. 


Naar bekend is heeft Laplace in zijne Théorie des Proba- 
bilités op de mogelijkheid gewezen om de lengten van 
kromme lijnen met behulp der waarschijnlijkheidsrekening 
te vinden. Als voorbeeld berekende hij de kans, dat een 
naald (lengte /) geworpen naar een vlak waarop evenwijdige 
lijnen op een. afstand a getrokken waren, een dezer laatsten 
zou snijden; bij deze kans treedt alweder zr op. lmmers, 
in het kort gezegd, maakt de naald een hoek p met de 
Ll sin p 


evenwijdige lijnen, dan is de trefkans ‚ terwijl de 
kans dat de hoek tusschen g en p + dp liggen zal, 


Ee is; de totale kans, Ee wordt derhalve: 
Jo q 


ĳ: 
fe sin p dp 21 


ee 


0 a ism za 


Verschillende onderzoekers hebben nu getracht p en q te 
bepalen. In den regel gingen zij daarbij aldus te werk. Aan 
een tafel, waarop evenwijdige lijnen getrokken waren, werd 
een draaiende beweging gegeven; fijne naalden werden in 
allerlei richtingen op haar geworpen. Aldus werkten Wolf 
(Mitth. der Nat. Ges. in Bern 1850), Smith (1855, meegedeeld 
in de Morgan’s Budget of Paradoxes), Fox (1864, meegedeeld 
in Messenger of Math. ID), en ._N.N., een leerling van 
Glaisher (1873, idem III). 

In onderstaande tabel zijn de uitkomsten samengevat. 


Onderzoeker l a Pp q fen ag 
Wolf Ee 5 1 2532 5000 9,159 
Smith 8 5 | 1218,5 | 83204 8,155 
Fox a) 4 236 500 9,178 
5 8 + 258 580 3,142 
N.N. + + 882 600 8,137 
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Toch is op deze uitkomsten wel het een en ander af te 
dingen. Uit den aard der zaak zijn er bij dergelijke proeven 
vele dubieuse posten. Als zoodanig had Wolf er 35. Werden 
deze als gunstig gerekend, dan zou hij tot de waarde 3,116 
gekomen zijn. Smith geeft op, dat naast 1213 gevallen, 
waarin de naald duidelijk zichtbaar over een lijn gevallen 
was, er 11 voorkwamen, waarin hij niet durfde beslissen 
en welke hij daarom maar voor de helft meetelde. Waren 
deze 11 gevallen allen als ongunstig beschouwd, dan was 
n —= 3,17 gevonden terwijl mz == 3,1412 wezen zou, als ze 
als gunstig in rekening gebracht waren. 

Ondienstig ware het dus niet de proeven op groote schaal 
te herhalen ten einde de resultaten der wiskundige waar- 
schijnlijkheid aan de ervaring te toetsen. Het zou iets zijn 
voor iemand in de omstandigheden van Fox, die zijne 
proeven deed, toen hij als gewond militair niet actief 
dienen kon. 


Eenioe vraagstukken uit de Waarschijnlijk- 
heidsrekening 


DOOR 


H. SCHUITEMA (den Helder). 


In de waarschijnlijkheidsrekening ontmoet men somwijlen 
vraagstukken, waarvan de oplossing schijnbaar voor de 
hand ligt, terwijl bij nader onderzoek blijkt, dat die oplos- 
sing foutief is. 

Daarvan wil ik hier een paar voorbeelden geven. 

Eerst een eenvoudig vraagstukje. 

1. Men heeft 2 vazen. In de eerste bevinden zich twee 
zwarte kogels, in de andere één zwarte en één witte. Men 
heeft wit een der wazen een. kogel getrokken en deze blijkt 
zwart te zijn. Wat is de waarschijnlijkheid, dat de andere 
kogel wit die vaas wit is. 

(In ’t vervolg zal ik het woord waarschijnlijkheid ver- 
vangen door W.) 
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Daar er twee vazen zijn, kan die zwarte kogel getrokken 
zijn uit de eerste of uit de tweede vaas. Is die zwarte 
kogel uit de eerste vaas getrokken, dan is de andere kogel 
uit. die vaas zwart, is die zwarte kogel uit de tweede 
vaas getrokken, dan is de andere kogel uit die vaas wit. 
Van die twee gevallen is alleen het laatste geval het gun- 
stige, dus de W. is 4. 

Deze oplossing is fout. 

Men heeft een zwarte kogel getrokken. Trekt men een 
kogel uit de eerste vaas, dan is die zeker zwart, trekt 
men een kogel uit de tweede vaas, dan is die zwart of wit. 

Dus beide gevallen staan niet gelijk. Is een zwarte kogel 
getrokken dan is de W., dat deze uit de eerste vaas Sen 
men is, twee maal zoo groot als uit de tweede. 

Twee gevallen zijn dus ongunstig tegen één gunstig. 

De W. dat het laatste het geval is, is dus 4. 

2. Twee personen spelen; van het spel is miets bekend. 
Na 15 spellen gespeeld te hebben, blijkt dat de eerste 7 spel- 
len en de tweede 8 spellen gewonnen heeft. Wat is de W. dat 
het volgende spel door de eerste gewonnen zal worden. 

Wanneer ze 15 spellen spelen, wint de eerste 7 maal 
en de tweede 8 maal. Spelen ze vele malen 15 spellen 
bijvoorbeeld 15 ” spellen (n zeer groot), dan is het waar- 
schijnlijkste, dat gemiddeld de eerste er 7 wint, tegen de 
tweede 8. 

Dus de W. voor de eerste een spel te winnen is +5. 

De oplossing moet fout zijn, want hadden beide spelers 
slechts één spel gespeeld, dan zou dat spel zeker door een 
van beide spelers gewonnen moeten worden, en dan op 
dezelfde wijze redeneerende zou men daaruit de gevolg- 
trekking moeten maken, dat de W. voor de winnaar van 
dat spel, het volgend spel te winnen 1 is, m.a. w. dat de 
winnaar van het eerste spel het volgend spel zeker zal 
winnen. Dit kan slechts het geval zijn in een kracht- of 
behendigheidsspel. Maär bij een zuiver toevalsspel of bij 
een spel, waarbij het toeval invloed heeft, is dat zeker niet 
het geval. 

Om de oplossing van bovenstaand vraagstuk gemakke- 
lijker te maken, zal ik eerst een paar iets eenvoudiger 
vraagstukken oplossen. 

In een vaas zijn witte en zwarte kogels, het geheele aantal 
is n (n zeer groot). Er kunnen veel of weinig witte kogels 
zijn, miets is daaromtrent bekend. Men trekt één kogel; deze 


l witte in de vaas, en dit geeft tot W. dat een witte getrokken wordt 
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is wit. Men doet de witte kogel weer in de vaas. Men schudt 
de vaas, trekt weer een kogel, wat is de W. dat deze ook 

Stellen we ons voor, dat een verwer die kogels geverfd 
heeft, en daarbij willekeurig is te werk gegaan, dan moeten 
we aannemen, dat de W. dat hij er één, dat hij er honderd, 
dat hij er duizend wit geverfd heeft, even groot is als dat 
hij alle wit geverfd heeft. Maar men weet, dat er eerst een 
witte kogel getrokken is. 

Nu kunnen volgende gevallen voorkomen: 


Je: 
Eg 


Pp. 


witte ven EE EEE 
Een van deze gevallen moet voorkomen en alle gevallen 
zijn even waarschijnlijk. 
Nu is de W., dat het geval zich voordoet, dat er oor- 
spronkelijk p witte kogels in de vaas zijn: 


| D tl 
1 9 Br n of 1 ED nk EE 


Wat is nu de waarschijnlijke waarde van p? 

Wanneer iemand in een loterij 4) kans heeft f 1 te 
winnen, —g5o kans f 2 te winnen, —odoo kans f 3 te 
winnen, dan is de waarde van zijn lot: 

bo XL LH roo X 2 + roboo X [3 


Zoo ook hier: 


Bmkartesijn 1, 2 ONZ prs Ne 
de W. dat p 1 is, is nu rk 
22 
D pr en PES nh AT 
: 2X3 
P 3 e . . nin ti) 
BENT MEER Be 


D Nn ° . . nn zn d) . 


siealnale 


ses 
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De waarschijnlijke waarde van p wordt nu verkregen, 
door die waarschijnlijkheden respectievelijk te vermenig- 
vuldigen met 1, 2, 3 enz., en dan de som daarvan te 
nemen dus: 


De! EEEN OE oh 
nn) X Ì te n(nt1) X 2 nn tl) ME di 
n 
Tren 
9 


2 
of ami BAAN} 7) 


of #n + lagere machten van „ welke lagere machten men 
voor n= 00 kan verwaarloozen, 
dus de waarschijnlijke waarde van p is 4. 

De W., de tweede keer een witte kogel te trekken, is dus 


ân 
En OLS. 

Twee personen spelen; van het spel is niets bekend; de eerste 
heeft een spel gewonnen. Wat is de W. dat het volgend. spel 
ook door die persoon gewonnen wordt? 

Dit vraagstuk komt volkomen met voorgaand vraagstuk 
overeen. Van het spel weten we niets, en blijft er niets 
over dan à priori aan te nemen, dat de personen van plan 
zijn ” (» zeer groot) spellen te spelen, en dat de W. dat 
de eerste één, twee, honderd, duizend van die „ spellen 
wint, even groot is als dat hij ze alle wint. 

De gevraagde W. wordt dus hier ook #. 

Nu het oorspronkelijk vraagstuk. 

Dan moeten we de voigende vragen beantwoorden. 


1) Wanneer men weet dat de eerste speler van ” spellen 
er p wint, wat is dan de W., dat hij er van 15 spellen 
7 wint? 

P 


Nu is de W. voor de eerste een spel te winnen „en te 


verliezen £ ‚ dus de W. eerst 7 te winnen, en daarna 8 


te verliezen d r) (=> ), 


dus de W. van 15 spellen er 7 te winnen en 8 te verliezen 


ROR 
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(C5 beteekent het aantal combinaties 7 aan 7 van 15 
elementen). 

2). Wat is de W. dat de eerste van „ spellen er p wint? 

Gegeven van » spellen wint de eerste 1, dan is de W. 


van 15 er 7 te winnen C GG a) Sk 
gegeven van ” spellen wint de eerste 2, dan is de W. van 
n—? 
15 er 7 te winnen C 7 6 ) (5 


gegeven van ” spellen wint de eerste » — 1, dan is de W. 
van 15 er 7 te winnen C 4% (az) € 5): 


dus de W. dat de eerste van » spellen er p wint 
0E) Ge) 
on &) DR En d Gr) te HOG) 
6) EE 


3) Wat is de ee waarde van p? 
Deze is 


NEE) + (EYE) HIE 


of 


(E ON ) Rn ) Re + 
ten (EG) 

REE) 
MOE Ei EO) 
DENNEN NEEDE) 


welke uitdrukking zich herleiden laat tot: 


LG NCR OG en CO 52 RS r) 
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OAD HOO 


n da "7 el, 8 8 gn— 1 \9 RS Lp 15 
Dan Lpa Weib DE Be 4e B) 
1 Win / En SEE = a A Gr 
ns ni, nio 
See sh ib Le reen ann Ep + lagere machten ” 


1 k 
BE 
mrb het 
8 /1 7 1 7.6 1 1 
me ner 


B edn Ee oak (EDE A 
=tXglr erotiek n 


Se rl G 1 
KEN A DT biij 
BEG RN TONA ne NKL 
SNE XE Xn rr Xe keet 
En BEG 5 4 3 
KEK EX io Xr Xa Xie Xa XB Xe FJ 
dus tot Ed 
nX orgi Of tr” 
Te 


De gevraagde W. voor de eerste speler om het volgend 
spel te-winnen wordt dus #. 
Door gebruik te maken ‘van integraalrekening was de 
oplossing iets eenvoudiger geworden. 


EE 5 ligt intusschen + en 5. 
De waarde is + in de veronderstelling à priori, dat de 
W. de eerste er één, twee, honderd, duizend wint even 
groot is, als dat hij ze alle wint. 
Is à SPE aan te nemen, dat de W. grooter wordt, als 
p tot + »n nadert, dan krijst men à posteriori een waarde, 
welke liet tusschen Ts en 


Opmerking. De waarde + of 


je 


Eenise metrische eizenschappen der kubische 
parabool van Wallis 


DOOR 


D* J. STEIN (Rome). 


Onder dezen titel geeft Sibirani in de Periodico di Mathe- 
matica a° XXI fasc. VI (Mei—Juni 1906), grootendeels 
zonder bewijs, eenige aardige eigenschappen der kubische 
parabool. Om ’t overzicht te vergemakkelijken, zullen wij 
in deze mededeeling een anderen gedachtengang volgen dan 
de schrijver. En daar wij straks op een onjuistheid meenen 
te moeten wijzen, zullen wij tevens in ’t kort het bewijs 
van genoemde eigenschappen aangeven. 

1. De vergelijkingen 

yrs batt der H-d =f(L) .….…. (1) 

Yy=arrBdbar teerd)... Cd 
stellen twee kubische parabolen voor. Vrage: onder welke 
voorwaarde zal de kromme (2) de eerste (1) snijden in 3 


punten M, N, M', wier abscissen «,‚ 9, 7 voldoen aan de 
voorwaarde 


Uit de 3 vergelijkingen 
LP ho FEEN APEN 
volgt: 
POD HEI OA Oo on "DA! @)=0, 


waaruit wij vinden: 


(5) . © (A ee), dd; O5 Pp (22—h2)’ (B = d—d; EEn se—h2’ 
EN Tm Ld nz 
(C ad, 2 (G2—h) 


en door eliminatie van # en h de voorwaarde: 
27 A2 — 9ABC + 2 B3 —= 0. 
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Substitueert men uit (5) de voor a, b, c gevonden waar- 
den in (2), dan wordt deze: 
(6). ayant beter tdt a in —8 B 2 + 
BB Ma — P(A) 


Hierin blijft d, onbepaald; er zijn oneindig vele kubische 
parabolen, die voor willekeurige B en A aan (8) voldoen. 

Bijzondere gevallen. 

a) Zij a, = 0 (konische dd dus a + Te = 


De eenige parabool, die voldoet, 

y=(bH3ap)r? H he — (32 — alot can 32 J?). 
b) Zij a, =—=0, bj; =0 (rechte lijn). 
Dan moet tegelijk voldaan worden aan 


dare _8d—d) 
a + AT o en d zn an 
Dit is niet mogelijk, tenzij (? —= =d de abscis van het 


buigpunt der kromme (1). De rechte lijn, die aan de voor- 
waarde (3) voldoet, moet dus door dat buigpunt gaan. 
h blijft willekeurig en de vergelijking wordt: 
b2 bb 
ie WMalod EH 


2. Heeft men eene kromme (2), die aan voorwaarde (3) 
voldoet, dan vindt men voor het verschil der ordinaten 
van (1) en (2), die bij een zelfde basis (8 + À) behooren, 
met behulp van (4): 

[BAD AB I= Ia — a) (8). 

Het maximum van de absolute waarde dezer uitdruk- 
king, tusschen de grenzen À —= 4 h is sies (a — a)| voor 


Am ki: 
Stelt men Â —= + B in (8), dan komt er 
Bern Oe aen Ar shdean 
fB EE) Edet ek (a) =H zen 


Met behulp hiervan, en van de formule van Simpson 
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bD 
Sf@)da = EI + 4PCE) + 10), 


die streng geldt als f(x) hoogstens van den 8en graad is, 
bepalen wij de oppervlakken O en 0’ begrensd door de twee 
bogen, die de eindpunten M en N, resp. N en M’ gemeen 
hebben en vinden voor beide 


ee 1 
O0 =| ia) =| ne 


Bed, 
f (2 — ht) 


Deze uitdrukking wordt minimum voor 9 —= Ze. 


Dat O == O0’ volgt ook onmiddellijk uit de toepassing 
van den Simpson’schen regel op de integraal 
2 + h 
S fe) — A @) | de (—= 0). 
Be 
Omgekeerd bewijst men met dezen regel gemakkelijk: 
indien twee kubische parabolen (1) en (2) elkaar in 3 pun- 
ten met abscissen «a, (}, y zóó snijden, dat de twee door 
de krommen ingesloten oppervlakken gelijk zijn, dan is 
P — a == y—ĳ==h. Dit geldt ook als a = 0, of a, = 0, 
of 4 == a =0 of dH=b=0. 


8. De omhullende te bepalen der k-parabolen (2), die aan 
de voorwaarde (8) voldoen. 

a. P varieert, n blijft constant. 

Differentieert men de uitdrukking (6), naar 9, dan komt er 

8 2 (B — 2x)? = Wh? (x2 — h2). 

Uit deze vergelijking en (6) moet # geelimineerd worden. 
Wij schrijven het resultaat dezer ingewikkelde eliminatie, 
dat niets belangwekkends biedt, niet neer, maar gaan over 
tot het bijzonder geval: a, — 0. (konische parabool). 

De differentiatie van (7) naar 9 voert tot: 


3 (9 — ©)? =h? of Odnkhn 
Substitueert men dit in (7), dan heeft men als omhullende: 
| 2hsa 
—= AS J- brt Her + d A or, 
y + brt HL Hd +3 NE 


waarvan de beteekenis duidelijk is. 
b. pf varieert en h —= ef, waarin g constant, 
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De vergelijking (6) gaat dan over in: 


y=ars db? + ex + d — ate ch 5} 


De differentiatie naar (® voert tot: 


4 b AO 0 
Ei) Bie Eze 
Substitueert men dit in (6), dan vindt men als omhullende: 
Cade 
3 
U U Ebert de Pa (dd) TA (9) 
Stelt men o=—=t/3, en d,—=0, dan gaat (9) over in: 
y=ars Ord 
De vergelijking (9) blijft gelden, indien a — 0. 


Stelt men in (9) alleen d =— 0, dan wordt de omhullende 


v/e) (FA) 


1 — og? 


y=arxst ba? Her + d. 


Sibirani vindt voor dit geval, en geeft zonder bewijs: 
y=arsd- br? Her Hd. 33 
y=ars dbx? Her + d. an 


en schrijft dezelfde uitdrukking: in o neer voor ’t geval 
a=—=o0. Ik meen, ten onrechte. 
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Ket verdeelen van een hoek in een willekeuris 
aantal gelijke deelen. 


DOOR 


L. ROELANTS (Haarlem). 


le METHODE. 


Hiertoe beginne men met het verdeelen van een hoek in 
drie gelijke deelen. 

Beschrijf. op een willekeurige lijn AB (fig. 1), die men 
als koorde bezigen wil voor een aantal cirkelbogen, een 
| gelijkzijdigen driehoek ABC, die dus 

den cirkelomtrek MA in drie gelijke 

deelen verdeelt. Deelt men de zijde 

AB van dien driehoek rechthoekig 

midden door, trekt men uit A en 

B de lijnen AD en BE evenwijdig 

aan CC’, beschrijft men vervolgens 
uit M als middelpunt met verschil- 

lende lijnen als straal, cirkelbogen, 
die de lijnen AD en BE in ver- 
schillende punten snijden, dan kan 
men op die bogen, van de snij- 
punten uit, links van AD en rechts 
Fig. 1. van BE, koorden uitzetten, die alle 
gelijk zijn aan de lijn AB. Op 
deze wijze handelende, kan men gemakkelijk de figuur 
opbouwen zooals hier bijgevoegd is; hierin worden alle 
bogen door de lijnen CF, AD, BE en CG in drie gelijke 
deelen verdeeld. 

Hierbij valt op te merken, dat, als men de koorde AB 
uitzet langs de bogen, zoo, dat zij door de lijn CC’ mid- 
dendoor gedeeld worden, de lijnen AD en BE evenwijdig 
zullen loopen: een bewerking waarvan hierboven sprake 
was; verder zullen, als men de snijpunten van koorden en 
bogen links van AD en ook die van koorden en bogen 
rechts van BE vereenigt, zooals dit op de figuur is aange- 

Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 6 
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geven, de kromme lijnen CF en CG gevormd worden, die 
nauwkeuriger geconstrueerd zullen worden, naarmate de 
cirkels dichter bij elkaar getrokken worden. Wil men dus 
een gegeven hoek, dien men zich gemakkelijk denken kan 
en daarom hier niet bijgevoegd is, aan de verdeeling in 8 
gelijke deelen onderwerpen, dan deelt men dien eerst in 
twee gelijke deelen en plaatst hem vervolgens op fig. 1 
zoo, dat de deellijn op CC’ valt en de beenen langs Mp en 
en Mq; die beenen verlengt men tot zij de kromme lijnen 
CF en CG in p’ en q’ snijden; bg p'q zal alzoo door de 
lijnen CF, AD, BE en CG in drie gelijke deelen verdeeld 
worden. 

In dit voorbeeld was de gegeven hoek kleiner dan 1809; 
was hij grooter, dan had men hem, op dezelfde wijze 
handelende, in drie gelijke deelen kunnen verdeelen, zooals 
bijv. het geval is met de bogen rs, tw, vw en xy, die hier 
bogen voorstellen van inspringende hoeken. 

Zooals men ziet kan men de hoeken en dus ook de bogen 
zoo groot nemen als men wil; doormiddel van fig. 1 is men 
in de gelegenheid ze allen in drie gelijke deelen te verdeelen, 
tot de boog den geheelen cirkel omvat; terwijl deze, in de 
punten A, Ben C, in drie gelijke deelen verdeeld wordt. 


Opmerking. Bij een beschouwing van fig. 1 ziet men, dat, 
naarmate de hoek, dien men wil verdeelen grooter is, de 
beenen, die de lijn FCG snijden en als straal voor den te 
verdeelen boog gebezigd worden, kleiner worden; omgekeerd 
volgt hieruit dus ook dat, hoe meer de hoek 0° nadert, 
die straal grooter wordt. Wordt deze oneindig groot, dan 
is de hoek gelijk 0°, 


__Het verdeelen van een willekeurigen hoek in een 
„aantal gelijke deelen grooter dan drie. 


Fig. 1 geeft ook het middel aan de hand om hoeken in 
5, 7, 9 enz. gelijke deelen te verdeelen; men heeft daartoe 
de cirkelbogen, uit M als middelpunt getrokken, slechts te 
verlengen en daarop links van CF en rechts van CG, koor- 
den uit te zetten gelijk aan de dusverre gebezigde, om 
daaruit meerdere kromme lijnen af te leiden. 

„Een nadere verklaring of bewijs is hiervoor m.i. niet 
noodig; een enkele blik op fig. 2 is hier voldoende zoowel 
voor het bewijs, als voor de samenstelling: van de figuur. 
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1 GC, D, E, | 
Ger een Bin. ./ 
gelijk deelen ver- 
deeld; in de punten 
Rt ee Lette N Otten 
P heeft die ver- 
deeling plaats in 
Deenen Os Kat 
en U in 3 gelijke 
deelen. 


In nevenstaande fig. 2 wordt dus / AMB in de punten 
/ 


SS 
( NN 


) 


/\ 


Nn) 

ln 2 

, ĳ J Wil men op ge- 
lijke wijze, d.i. door 


UNS, 


Fig. 2. lijnen een hoek ver- 
deelen in een even 

aantal gelijke deelen, dan kan men dat eveneens doen. 
Fig. 3 geeft daartoe het middel aan de hand; de koorden 
worden voor dit geval uitgezet van de lijn PM af. De 
kromme lijnen van boven gemerkt met 2, 4, 6 enz. komen. 


mn 
N 
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4 EO ERR DY: 
(ORE RNN 
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AOR, 
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hiervoor in aanmerking, evenals die, gemerkt met 8, 5, 
{ enz. voor een verdeeling in een oneven aantal gebezigd 
kunnen worden. 

Uit een en ander volgt, dat men op deze wijze kromme 
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lijnen kan trekken voor de verdeeling van een hoek in een 
willekeurig aantal gelijke deelen. 

Als voorbeeld voor verdeeling van een hoek in een even 
aantal deelen, zij hier nog vermeld, dat | AMB in de 
punten: a,b; Cd, e, f‚-en:g in 6; in de punten heks 
len m in 4 en in n,o en p in 2 gelijke deelen verdeeld 
is; voor de laatste verdeeling zijn trouwens heel wat meer 
punten aan te wijzen. 


Constructie voor de verdeeling van een hoek in 
een willekeurig aantal deelen. 


Indien men, om een hoek in een zeker aantal cks 
deelen te verdeelen, telkens zijn toevlucht moest nemen 
tot het samenstellen van de daarop betrekking hebbende 
kromme lijn, zou de methode, hierboven aangegeven, 
weinig practische waarde hebben. Men kan echter uit deze 
methode een constructie afleiden, waardoor men op korter 
wijze zijn doel kan bereiken, door hierbij op de zelfde 
wijze te werk te gaan, als bij de De der kromme 
lijnen ten grondslag ligt. 

Uit een beschouwing van fig. 1 ziet men dat de kromming 
van de lijnen FC en CG, bij hoeken, kleiner dan 180°, gering 
is en dat die kromming afneemt, naarmate de te verdeelen 
hoeken kleiner worden; hiervan nu kan men bij de constructie 
voor een verdeeling in 8 gelijke deelen, 
gebruik maken. Rn 

Om bijv. | AMB (fig. 4) in drie A „ 
gelijke deelen te verdeelen, deelt men c sn 
hem eerst midden door; vervolgens og: 
beschrijft men uit M met. willekeurige iq 
lijnen als straal, cirkelbogen, die de 
beenen van den hoek bijv. in C en D 
en in E en F' snijden; op ieder van 
die bogen zet men drie gelijke lijnen 
als koorden uit, zóó, dat de middel- 
sten door de lijn MP in gelijke stuk- 
ken verdeeld worden; het kromme M 
lijntje aa’ snijdt het been AM in a” Fig. 4. 
en, beschrijft men nu uit M met a” M 
als straal een cirkelboog, dan zal deze in de punten ben. 
c” in 3 gelijke deelen verdeeld worden. 

„Op dezelfde wijze kan men te werk gaan voor het 
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verdeelen van een hoek in 5, 7, 9 enz. gelijke deelen, 
terwijl men voor de verdeeling van een hoek in een even 
aantal gelijke deelen, in aanmerking neemt, wat hierboven 
daaromtrent gezegd is; dat men nl. de koorden daarvoor 
uitzet van de lijn MP af. Deze constructie heeft het voor- 
deel boven de gewone verdeeling, dat men daarmeê hoeken 
dadelijk in 6, 10, 14 enz. gelijke deelen kan verdeelen, 
zonder ze eerst nog te verdeelen in 8, 5, 7 enz. deelen en 
deze dan later weêr in tweeën. 


Opmerking 1. Bij de constructie van een figuur voor de 
verdeeling van een hoek in drie of meer gelijke deelen, 
kunnen zich, bij het uitzetten van de koorde op de twee 
hulpeirkels, drie gevallen voordoen. In fig. 4 vallen de 
hulpeirkels ter weerszijden van die, welke aan de vraag 
voldoet; het kan echter ook voorkomen, dat zij beide val- 
len òf boven, òf beneden den cirkel waarnaar gezocht wordt; 
ook kan het gebeuren dat zij te ver van dien cirkel komen 
te liggen, zoodat de kromme lijntjes niet meer, zonder 
nadeel te doen aan de nauwkeurigheid, als rechte lijnen in 
aanmerking kunnen komen; in dat geval is het beter een 
of meer cirkels meer te bezigen; op welke afstanden die 
cirkels ongeveer moeten beschreven worden, volgt van zelf 
uit de bewerking. 


2. Bij deze constructie worden, zooals daar juist gezegd 
is, gedeelten van de kromme lijn als rechte lijnen beschouwd; 
wiskundig zuiver is dit wel is waar niet, doch het verschil 
kan, bij het doelmatig kiezen van een koorde zoo gering 
gemaakt worden, dat het aan de nauwkeurigste waarneming 
ontsnapt; hoe dichter de hulpeirkels bij elkaar en bij de 
gevraagde gelegen zijn, hoe geringer het verschil zal zijn 
en dit stemt overeen met hetgeen vroeger, bij de samen- 
stelling van de kromme lijnen. reeds gezegd is; de kromme 
lijntjes aa”a’ en dd”’d’ (Fig. 4) kunnen dus, als de punten 
a en a’ dicht genoeg bij a” gelegen zijn, als rechte lijnen 
in rekening gebracht worden. 

Ten einde dit een en ander goed in het licht te stellen, 
was een constructie van de verschillende kromme lijnen 
noodig, en diende daaraan vooraf te gaan; en wel ver- 
schillende kromme lijnen, omdat bovenstaande redeneering 
niet slechts geldt voor een verdeeling in 8 gelijke deelen, 
maar ook voor de overige verdeelingen, 
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3. Uit alles wat hier vooraf ging, kan men afleiden, dat, 
evenals men lijnen in een willekeurig aantal gelijke deelen 
kan verdeelen, en ook in deelen, die zich verhouden als 
gemengde getallen of van samengestelde breuken, men dit 
ook kan doen met hoeken. Wat dat laatste betreft, het 
verdeelen van hoeken in reden van gemengde getallen of 
van samengestelde breuken, zij evenwel opgemerkt dat, 
wanneer men een lijn, die als basis gebezigd wordt, op 
een der bogen de eene of andere bewerking doet ondergaan, 
hetzij die twee of meermalen vergroot, of in deelen ver- 
deeld wordt, men die bewerking op de andere bogen moet 
herhalen; neemt men dit in acht dan zal die verdeeling 
geen moeielijkheid meer opleveren, zoodat een nadere ver-_ 
klaring of teekening hierbij overbodig is, te meer omdat 
hierop later meer gedetailleerd zal worden terug gekomen. 
Alleen zij men er op bedacht dat, als men een hoek wil 
verdeelen in deelen, die zich verbonden als samengestelde 
breuken, men deze eerst herleidt tot een eenvoudige. 


4. Als laatste opmerking voor het verdeelen van hoeken, 
waarbij men van constructies gebruik maakt en een figuur 
als fig. 4 gebezigd wordt, geldt nog, dat bij hoeken grooter 
dan 180° niet op de zelfde wijze te werk gegaan wordt; 
deze verdeelt men eerst in twee gelijke deelen en men 
handelt daarmee dan verder als hierboven gezegd is. Dit 
laatste is vooral daarom noodig, omdat bij hoeken, die 
grooter zijn dan 180°, de krommingen der kromme lijnen 
te groot zijn, zoodat de zuiverheid bij de verdeeling wel 
wat te wenschen over zou laten. 


GEVOLGTREKKINGEN. 


Zooals uit fig. 3 blijkt, wordt de middellijn WX gesneden 
door de kromme lijnen, waarvan gebruik gemaakt kan 
worden voor het verdeelen van hoeken in zooveel gelijke 
deelen, als door de cijfers 2, 3, 4 enz. waarmee zij aan 
de buitenste halve cirkel gemerkt zijn, wordt aangeduid. 
Door al die snijpunten zijn voorts uit M als middelpunt, 
halve cirkels getrokken, die, als men daarop de als zijde 
van den: geliĳkzijdigen driehoek gebezigde koorde uitzet, 
die halve cirkels verdeelen in deelen als aangegeven worden 
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door de daarop betrekking hebbende kromme lijnen; de 
geheele cirkels worden dus verdeeld in het dubbel aantal 
gelijke deelen. 

De cirkel dus, die gaat door het punt, waar de kromme 
lijn, gemerkt met 2, de lijn WX snijdt, wordt door de 
als basis gebezigde koorde in 4 gelijke deelen verdeeld; die 
koorde is dus gelijk aan de zijde van den ing. reg. 4 hoek, 
in dien cirkel. Op de zelfde wijze kan men aantoonen dat 
die koorde de zijde is van den ing. reg. 6 hoek in den 
daarop volgenden cirkel. Men kan alzoo alle cirkels trekken, 
waarin de bedoelde koorde de zijde voorstelt van alle ing. 
reg. veelhoeken met een even aantal zijden; als men hierbij 
verder opmerkt dat tusschen en halverwege de bestaande 
krommen, andere kromme lijnen kunnen getrokken worden, 
die de halve cirkels verdeelen in 24, 84 enz gelijke deelen, 
dus de heele in 5, 7 enz. gelijke deelen en men daardoor 
in staat is de cirkels te trekken, waarin die koorde de zijde 
voorstelt van alle ing. reg. veelhoeken met een oneven aan- 
tal zijden, dan volgt hieruit dus dat men alle cirkels kan 
trekken, waarin de bedoelde koorde de zijde voorstelt van 
alle ing. reg. veelhoeken. 

Uit het bovenstaande volgt tevens, dat men door een 
constructie dadelijk, dus zonder daarvoor een figuur als 
fig. 3 te behoeven, iederen cirkel kan verkrijgen waarin 
de als koorde gebezigde lijn, de zijde voorstelt van den 
een of anderen ing. reg. veelhoek; men deelt daartoe het 
getal waarnaar die koorde vernoemd is door 2 en construeert 
den halven cirkel, waarop die koorde zooveel maal juist 
kan worden uitgezet, als door het quotient wordt aange- 
wezen. De hoek waarop de bewerking plaats heeft is die 
van 1809, 

Aangezien deze verdeeling moeielijkheden zou kunnen 
opleveren is het noodig haar goed onder de oogen te zien. 
Men stelle zich daarbij voor, dat die verdeeling geschiedt 
als bij fig. 4, met dit onderscheid, dat de beenen AM en 
BM gestrekt zijn en MP rechthoekig staat op ADB. 

Twee voorbeelden zullen voldoende zijn om de bedoeling 
voor alle gevallen duidelijk te maken. Stel dus dat bij het 
le voorbeeld het quotient bestaat uit 24, dus uit een ge- 
mengd getal waarvan het kleinste geheele veelvoud een 
even getal is, dan trekt men, evenals bij fig. 4, uit M als 
middelpunt, met willekeurige lijnen als straal, cirkelbogen , 
die door de lijn MP middendoor gedeeld worden; vervolgens 
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zet men van dat deelpunt, rechts bijv., 4 boogjes uit en 
vereenigt de uiteinden, door een koorde, een zoogenaamde 
eenheidskoorde, die nu ook links van bedoeld punt wordt 
uitgezet; plaatst men vervolgens rechts en links van de 
uiteinden van den geheelen boog, door bedoelde koorden 
onderspannen, nog een boogje uit, gelijk aan dat hetwelk 
diende om een eenheidskoorde samen te stellen, dan wordt 
dus de te verdeelen boog op die wijze verdeeld in 24 ge- 
lijke deelen; herhaalt men die bewerking op meerdere 
cirkelbogen en handelt men daarbij verder, zooals bij de 
verdeeling van hoeken in 3 gelijke deelen gezegd is, dan 
verkrijgt men op die wijze een halven cirkel, die in 24 
gelijke deelen verdeeld is. 

Moet men den halven cirkel vinden die in 84 gelijke 
deelen verdeeld is, dan handelt men op gelijke wijze met 
dit onderscheid, dat men rechts en links van het deelpunt 
2 boogjes uitzet; door de uiteinden te vereenigen verkrijgt 
men weder een eenheidskoorde en men kan deze en den 
kleinen boog zoodanig uitzetten dat men daarmeê een cir- 
kelboog verkrijgt die in 84 gelijke deelen verdeeld is; 
voorts kan men ook den halven cirkel construeeren, die 
aan de vraag voldoet, door dezelfde bewerking op meer 
cirkelbogen toe te passen. — Is dus het geheel van het 
gemengde getal een even getal, dan handelt men als. bij 
de verdeeling in 24 gelijke deelen; is dat getal anders, 
dan handelt men als bij de verdeeling in 834 gelijke deelen. 
Men ziet ook wel in, dat men de koorde hierbij zóó kiest, 
dat de halve cirkel nagenoeg omvat wordt, als men de 
koorde daarop zooveel malen uitzet, als het quotient 
aanwijst. 


Opm. 1. In fig. 8 stellen de koorden, gemerkt met 4, 
5, 6, 7 enz. de zijden voor van den ing. reg. 4-, 5-, 6- en 
7 hoek enz.; zij zijn ook volgens de constructie gelijk aan 
de als koorde gebezigde lijn; zooals uit de figuur blijkt, is 
de bewerking hier voortgezet tot de zijde van den ing. reg. 
30 hoek. 


Opm. 2. Bij al hetgeen hier gezegd is, is een bepaalde 
lijn als grondslag aangenomen, die ook de zijde voorstelt 
van den een of anderen ing. reg. veelhoek, in een cirkel, 
die van die lijn afhankelijk is; omgekeerd kan dus ook, 
door het zoeken van een vierde evenredige, de lijn gevonden 
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worden, die de zijde voorstelt van den een of anderen ing. 
regelm. veelhoek, als de straal van den cirkel bekend is. 
En, is de zijde van den ing. regelm. veelhoek bekend, dan 
is ook die van den omg. regelm. veelhoek daaruit af te leiden. 


ge METHODE. 


Het verdeelen van een willekeurigen hoek in een wille- 
keurig aantal gelijke deelen, kan ook nog op andere wijze 
plaats hebben, zooals blijkt uit het hieronderstaande. 
‚Fig. 5 geeft het middel aan de hand om hoeken van 
verschillende grootte, d. i. van 0° tot 360° te verdeelen in 

9,5 en 7 gelijke 
ires _… deelen. | 
en Die figuur be- 


staat uit een cir- 


sh. SS 
_NK 
NN c' kel MA, waarin 


sn sed 
at k 
REW 

ES ú | 


rechthoekig op 
elkaar getrokken 
zijn, en uit. 8 
kromme lijnen, 
waarvan de bui- 
tenste dient om 
ie een hoek in 8, 
de middelste om 
een hoek in 5 en 
de binnenste om 
een hoek in 7 
B gelijke deelen te 
Fig. 5. verdeelen. 

| _ Als voorbeeld 
voor die verdeeling is hier gekozen Z/C MC’, die door de 
lijnen ab, a’b’ en a’b/ in 3, 5 en 7 gelijke deelen verdeeld 
wordt, wanneer zij achtereenvolgens van een der uit- 
einden af‚ op bg CBC’ als koorden uitgezet worden en 

men die deelpunten met het middelpunt vereenigt. 
De cijfers 3, 5 en 7 langs bg. CBC’ geven de punten 
aan, waar en in welk aantal deelen, die verdeeling plaats 

heeft. | 
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De hoek werd hier aanstonds op de figuur genomen; een 
willekeurig opgegeven hoek wordt voor de verdeeling ge- 
schikt gemaakt, door met een straal AM, tusschen de 
beenen een boog te trekken en dezen zoodanig langs den 
cirkel te leggen, dat zijn midden overeenkomt met punt B. 
Iedere willekeurige hoek, op deze wijze behandeld, snijdt 
de kromme lijnen dus in punten, die, twee aan twee ver- 
eenigd, koorden vormen, welke den boog van dien hoek 
in 3, 5 en 7 gelijke deelen verdeelen. 


Om aan te toonen op welke wijze men die kromme lijnen 
verkrijgt, beginne men met die, welke den hoek in drie 
gelijke deelen verdeelt. De andere kromme lijnen worden 
op overeenkomstige wijze gevormd. _ 

In fig. 6 is een boog ab zoodanig langs den cirkel MA 
uitgezet, dat zijn midden overeen- 
komt met punt B; daarna zijn 
rechts van het punt b en links 
van «4 de bogen bd en ac = ab 
uitgezet, zoodat de koorden ac, 
ab en bd aan elkaar gelijk zijn; 
trekt men nu de lijnen aa’a’ en 
bb'b'” evenwijdig aan BB’ en a/d 
en b’e door het middelpunt, dan 
snijden die vier lijnen elkaar in 
punten, zoo, dat a'b’ —= a/b’ = ab 
en tevens gelijk zijn aan ac en bd. 
Van de kromme lijn, die men wil 
teekenen, zijn dus reeds bekend de punten a’ en b’ boven 
en af en b/ beneden de middellijn AA’. 

Handelt men op gelijke wijze met een groot aantal bogen, 
die allengs grooter worden, dan zal ook de kromme lijn 
grooter worden en zich uitbreiden in de richting van de 
middellijn AA’ (fig. 5), tot zij eindelijk die middellijn snijdt 
in de punten a° en b°; op dat oogenblik is de te verdeelen 
hoek 180° geworden en hare deelen zijn dus 60°; omdat 
men nu weet dat een boog van 60° onderspannen wordt 
door een koorde, die gelijk is aan den straal van den cirkel, 
kan men nagaan of men zuiver gewerkt heeft; a°M moet 
dus gelijk zijn aan b°M == 4 r; worden de bogen daar- 
entegen kleiner, dan naderen de punten van de kromme 
lijn hoe langer hoe meer de lijn BB’ en op het oogenblik 
dat zij het punt c bereikt hebben, is de hoek 0°. | 
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Bij iedere bewerking verkrijgt met alzoo 2 punten boven 
en 2 punten beneden de lijn AA'; deze punten zijn punten 
van de kromme lijn en deze wordt nauwkeuriger naarmate 
men meer punten vindt en deze dichter bij elkaar gelegen 
zijn. Vereenigt men die punten, dan verkrijgt men een 
aaneenschakeling van rechte lijntjes, die meer en meer 
den vorm aannemen van een kromme lijn; is het aantal 
punten oneindig groot, dan gaat de gebroken lijn over in 
een kromme zooals fig. 5 aangeeft en voorgesteld wordt 
door de lijn a°acbb°; van die lijn is het gedeelte rechts 
van BB’ gelegen, gelijk en gelijkvormig met het gedeelte 
links, en de kromme lijn a°acbb° gelegen boven de lijn 
AA’, gelijk en gelijkvormig met de kromme lijn a°fdf'b° 
beneden die lijn. 

Met deze kromme lijn is men in staat om alle hoe- 
ken, tot 180° toe, in 8 gelijke deelen te verdeelen; 
men past daarbij de bewerking toe, zooals die plaats had 
met | CMC’. 


Men zou zich voor het beoogde doel tevreden kunnen 
stellen met de kromme lijnen voor zoover die thans gevor- 
derd zijn en alzoo het zoeken naar meerdere punten, voor 
het verdeelen van hoeken, grooter dan 180°, kunnen staken, 
vooral ook omdat men door het verdeelen van dergelijke 
hoeken eerst in twee en daarna een dezer in drie gelijke 
deelen, het zelfde doel kan bereiken, door den gevonden 
hoek wêer te verdubbelen; het is echter niet onbelangrijk 
na te gaan, op welke wijze de beide beenen van de kromme 
lijn zich verlengen, wanneer men meerdere punten bepaalt; 
die beenen toch ziet men allengs grooter worden tot zij 
den cirkel snijden in de punten E en E'; op dat oogenblik 
is de te verdeelen hoek 270° en haar 3e deel dus 90°; de 
koorde is dan gelijk aan de zijde van den ing. reg: 4 hoek; 
hierbij is dus ook contrôle mogelijk. Gaat men nu verder 
met het bepalen van punten voor de te construeeren 
kromme lijn, dat ziet men allengs haar beenen de grenzen, 
voorgesteld door de lijnen DD” en D'D”’, naderen, zonder 
die ooit te bereiken. 

Wat men onder die grenzen verstaan moet, blijkt uit 
het volgende: de zijde van den ing. reg. drieh. verdeelt den 
cirkel in 3 gelijke deelen; zij is dus de koorde van een 
hoek van 120° of de grootste koorde, die een hoek in 
3 gelijke deelen verdeelt. De lijnen DD” en D'D' zijn dus 
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de grenzen voor de verwijding van de beenen der kromme 
lijn Ea’acbb°E'. 

Om aan te toonen dat de kromme lijnen nimmer de 
grenzen kunnen bereiken, noeme men de lijnen, welke men 
voor het bepalen der punten voor het samenstellen van de. 
kromme lijn noodig heeft, gemakshalve p en s;p stellen 
dan voor, de verschillende lijnen, die uit de uiteinden van 
den bg. ab (Fig. 6) evenwijdig getrokken worden aan BB; 
s die, welke van het middelpunt af, getrokken worden 
naar de uiteinden van bg. cd; bepale men zich voorts, 
voor de bespreking, tot de linker helft van de kromme 
lijn, omdat «de beide helften aan elkaar gelijk zijn, zoodat 
alzoo wat voor de linker helft gezegd wordt ook van toe- 
passing is op de rechter. 

De lijnen p bewegen zich dus van BB’ af, parallel aan 
en in de richting van de grenslijn, d.i. van rechts naar 
links, tot de snijpunten van p met den halven cirkel onder 
en boven de lijn AA’, nagenoeg den boog van ee == 
hebben doorloopen; de lijnen s bewegen zich evenals de 
wijzers van een horloge, doch in tegengestelde richting, 
d.i. van. 0° tot 90° van rechts naar links; bij nog 
grooter hoeken van links naar rechts; het gevolg daarvan 
is, dat die lijnen bij het grooter worden van de hoeken — 
langer worden en het snijpunt der samenstellende lijnen, 
dat eerst binnen den cirkel viel, er eenmaal buiten komt 
te liggen en zich steeds meer van de lijn BB’ verwijdert. 
Op het oogenblik dat p in de grens zou aankomen, zou 
s in BB’ zijn aangeland en zouden p en s evenwijdig 
loopen; aangezien nu evenwijdige lijnen elkaar nimmer 
snijden, volgt hieruit, dat de beenen van de kromme lijn 
oneindig groot zijn. 

Op dezelfde wijze als de grens is aangegeven voor de 
kromme lijn, welke dient om hoeken in 8 gelijke deelen te 
verdeelen, kan men die ook aangeven voor kromme lijnen 
waarmee men een andere verdeeling op het oog heeft, 
zooals dan ook in de figuur is aangegeven. 


Wil men de verdeeling van hoeken die weinig van 360° 
verschillen tot die grootte voorzetten, dan doet men beter 
daarvoor een anderen weg in te slaan. Men bezigt hiertoe 
het verschil van 2 hoeken, waarvan de eene 360° is en de 
andere het verschil van 860° en den gegeven hoek: beide 
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verdeelt men in 3 gelijke deelen; de koorde van den eerst-- 
verdeelden hoek is de zijde van den ing: reg: driehoek; 
die van den andere wordt gemeten op bg. a°fdf'b° (fig. 5). 
Zet men de gevonden koorden, van het punt B’ af, uit 
op den cirkel, dan zullen de bogen door die koorden onder- 
spannen, het derde wezen van de oorspronkelijke; het 
verschil dier bogen zal de gevraagde zijn; zet men de 
koorde van het verschil dier bogen op den boog van den 
gegeven hoek uit, dan zal deze dus den boog van den 
gegeven hoek in drie gelijke deelen verdeelen. 

Voorbeeld. Stel, men moest dan inspr. hoek LMN (Fig 5) 
in 8 gelijke deelen verdeelen; die hoek wordt gemeten door 
bg. LBN; deze boog is gelijk aan het verschil van den 
omtrek van den cirkel en bg. LB'N; de koorden van den 
boog van + X 860° of 120° is gelijk aan de zijde van den 
gelijkzijdigen driehoek DBD'’ of BD; de koorde van 4 bg. 
LB'N is gelijk aan ij, gemeten op de kromme lijn a°fdf’b°; 
zet men nu de bogen door die beide koorden onderspannen 
van B’ af uit op bg BAB, dan vindt men voor het ver- 
schil dier bogen bg. OD; de koorde OD beantwoordt dus 
aan de vraag. 


Uit het bovenstaande kan men afleiden, dat men, op 
overeenkomstige wijze handelende, willekeurige hoeken ook 
in 5, 7 enz. gelijke deelen kan verdeelen, mits men de 
daarbij behoorende kromme lijnen vooraf construeert. 


Opm. 1. Reeds vroeger is aangetoond dat a°Mb° = r == 
zijde van den ing. regelm. 6 hoek; hieruit kan men afleiden 
dat gMg'’ — zijde Y/a ing. reg. 10 hoek en 

hMh = „ ts naal ne 
daaruit kan men weer vinden; de zijden van den ing. 
regelm. 3— „,5— en 7 hoek. 

Door deze. methode verder uit te breiden, kan men 
een willekeurigen hoek verdeelen in zooveel deelen als 
men wil, omdat ook het bepalen van kromme lijnen 
onbegrensd is en hieruit volgt al weer, dat men daaruit 
de zijden kan vinden van alle mogelijke ing. regelm. veel- 
hoeken en zijn deze bekend, ook die van alle omg. reg. 
veelhoeken. | 

„Alles wat verder bij de 1e methode omtrent het verdeelen 
van hoeken gezegd is, is ook op deze methode van toe- 
passing, zoo o.a. wat betreft constructies omtrent verdeelen, 
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alsook wat betreft het verdeelen van hoeken in reden van 
een gemengd getal of van een samengestelde breuk. 

Om bijv. een hoek in 24 gelijke deelen te verdeelen, bepaalt 
men eerst de kromme lijn die 
daarvoor in aanmerking komt. 

Daartoe wordt een bg pg (fig. 7) 
zoodanig op den cirkel AM uit- 
gezet, dat hij door de lijn MB 
middendoor gedeeld wordt; links 
van p en rechts van q worden 
verder op dien cirkel bogen uit- 
gezet, die dubbel zoo groot zijn; 
de punten 7 en s, waar de samen- 
stellende lijnen elkaar snijden,- 
zijn dan punten van de te con- 
strueeren kromme lijn. 


Hie 


Opmerking 2. Aangezien bij 
deze methode de deelen van kromme lijnen bij hoeken, die 
grooter zijn dan 180°, als recht kunnen worden beschouwd, 
wanneer nl. die deelen maar niet te ver van elkaar gelegen 
zijn, kan men daarvan bij deze methode, voor het verdeele 
van hoeken, van een constructie gebruik maken. 


se METHODE. 


Bij de beide voorgaande methoden is het gebleken, dat 
de wijze waarop het verdeelen van hoeken plaats heeft 
lastig en tevens omslachtig is. Wil men nl. een gegeven 
hoek verdeelen door gebruik te maken van een der daarvoor 
bestemde figuren, dan moet hij daarvoor eerst geschikt 
gemaakt worden door hem in twee gelijke deelen te ver- 
deelen. Ten einde nu het nadeel daaraan verbonden te ver- 
mijden, is hierbij nog een 3e Methode gevoegd waardoor men 
rechtstreeks tot de verdeeling kan overgaan. | 

Tevens biedt deze methode, behalve dat voordeel, ook 
de gelegenheid aan, om hoeken ook nog op andere wijze te 
verdeelen, in reden nl. van twee of meer gegeven lijnen, 
een verdeeling, die men bij de beide voorgaande methoden 
niet aantreft. 

„Bij de beschrijving van deze methode gaat hier al weer. 
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een verdeeling in 3 gelijke deelen vooraf en wordt daarvoor 
ook al weer een kromme lijn geconstrueerd, die op de 
volgende wijze wordt samengesteld: een lijntje pq (Fig. 8) 
wordt van het punt p af 3 maal op bg 
pW als koorde uitgezet; trekt men nu 
uit q een lijn ge evenwijdig aan pM en 
vereenigt men s met M, dan zal, als 
men door het snijpunt { dier lijnen een 
loodlijn tu op VM neerlaat, die loodlijn 
gelijk zijn aan qV, d.i. de loodlijn uit q 
op VM. In den rechthoekigen driehoek 
paV is pg de koorde van bg pg of van 
Fig. 8. + van bg ps; men ziet hieruit dat, als 
het punt f bekend is, men de koorde pq. 
ets vinden; het punt t is dus een punt van de kromme 
lijn, waarnaar gevraagd wordt. 

Past men deze bewerking herhaalde malen toe op deu 
halven cirkel MA (fig. 9) en vereenigt men de verkregen 
punten, dan vindt men een gebroken lijn, die overgaat in 
een kromme lijn a, b, ey d, e enz., 
als dat aantal punten oneindig groot 
wordt. 

Uit de wijze waarop de kromme lijn 
samengesteld is, leidt men af,‚ hoe 
men handelen moet om daarvan voor 
de verdeeling van een willekeurigen 
hoek gebruik te maken. Wil men bijv. 
een | A'M'D’, dien men zich wel kan 
voorstellen, in 8 gelijke deelen ver- 
deelen, dan zet men, nà tusschen de 
beenen van dien hoek uit M’ met AM 
(fig. 9) als straal een cirkelboog ge- 
trokken te hebben, bg A’D' van het 
punt A af,‚ op den halven cirkel MA 
uit; het punt D’ valt dan op D. Ver- 
eenigt men D met M, dan zal de 
kromme lijn gesneden worden in bs; 
door nu uit bd een lijn te trekken 
evenwijdig aan AM, vindt men het 
punt B in den halven cirkel, dat den Fig. 9, 
boog AD in 3 gelijke deelen verdeelt; 
de lijn AB is dan de koorde, die een derde van bg AD 
onderspant. 
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Op overeenkomstige wijze kan men krommen samen- 
stellen, die geschikt zijn voor de verdeeling van een hoek 
in een aantal gelijke deelen meer dan drie, of in reden van 
een gemengd getal of van een samengestelde breuk. Op 
deze laatste wijze van verdeelen zal later worden terug 
gekomen. 


Opm. 1. Bij deze methode kan men de verdeeling van 
hoeken niet veel verder uitstrekken, dan tot hoeken van 
+ 135%, d.i. 90° + 45°; bij grootere hoeken ligt het snij- 
punt der samenstellende lijnen al spoedig te ver buiten den 
cirkel, omdat bedoelde lijnen zich allengs van elkaar ver- 
wijderen en eindelijk evenwijdig aan elkaar zullen loopen, 
zooals het geval is bij een grootte van den hoek van 180°; 
180° is dus de grens voor de grootte van hoeken bij deze 
methode en de grootste lengte der samenstellende lijnen 
is oneindig groot. | 


Opm. 2. Bij een verdeeling van hoeken van 150° en 
meer dient een verdeeling in twee gelijke deelen vooraf 
te gaan. 


Opm. 3. Wil men ook hierbij, om niet de geheele kromme 
lijn te constureeren, door toepassing van het bepalen van 
2 punten der kromme lijn het 3e: punt vinden, dat dan 
tusschen, of boven of onder het gevraagde ligt, dan kan 
men daartoe overgaan, wanneer de. hoek daarvoor niet te 
klein zij; 90° is hierbij al zoo wat de grens voor verdeeling 
aangezien de kromming van de lijn bij nog. kleiner hoeken 
al licht te sterk wordt om haar nog als rechte lijn te 
mogen beschouwen. 


NASCHRIFT. 


Wanneer men de drie methoden voor het verdeelen van 
hoeken met elkaar vergelijkt, dan ziet men daaruit dat 
iedere methode haar eigenaardig type bezit en dat het dus 
raadzaam is, bij de behandeling, daarmee rekening te houden, 
wil men nl. nauwkeurig werken. 

De 1e methode nl. leent zich bij uitstek voor het verdeelen 
van hoeken, die kleiner zijn dan 180°; zeer kleine daarvan 
echter uit te zonderen; hiervoor dient men òf de als koorde 
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te bezigen lijn kleiner te maken, òf, (en deze wijze ver- 
dient de voorkeur) die hoeken eerst grooter te maken, door 
ze te verdubbelen of 4 maal grooter te maken om ze later, 
nà de verdeeling, in zooveel gelijke deelen te verdeelen als 
men ze eerst vergroot heeft. 

Bij een beschouwing van fig. 1 ziet men dat de krom- 
mingen der kromme lijnen bij bovenbedoelde hoeken gering 
zijn, en minder worden naarmate de hoeken kleiner wor- 
den, is dit reeds een groot voordeel voor een nauwkeurige 
bewerking, nog grooter wordt dit, wanneer men de con- 
structie voor de verdeeling van hoeken daarbij toepast, 
waarvan bij de beschrijving van deze methode sprake was. 

Bij hoeken van 180 en meer graden zijn de krommingen 
der bedoelde curven te groot voor gewone toepassing ; daarom 
minder nauwkeurig en voor toepassing van een constructie 
dus ook niet aan te bevelen. 


Bij de 2e methode heeft juist het omgekeerde plaats; 
dáár zijn het de grootere hoeken, hoeken dus van 180 en 
meer graden, waarbij die krommingen gering zijn en die 
dus voor een verdeeling van die soort van hoeken meer in 
aanmerking komen. 


De 3e methode eindelijk, die oogenschijnlijk het minst 
geschikt is om voor een verdeeling-in aanmerking te komen, 
leent er zich toch bij uitstek goed voor, wanneer de hoeken, 
zooals reeds gezegd is, maar niet de grootte van 135° over- 
schrijden. Blijkens opmerking 2 van de beschrijving dier 
methode is aan dat gebrek te gemoet te komen. 

Het groote voordeel van deze 3e methode is gelegen in 
de omstandigheid, dat men de hoeken, bij een verdeeling, 
daarvoor niet eerst geschikt behoeft te maken; verder leent 
deze methode zich, beter nog dan hare beide voorgang- 
sters, tot het verdeelen van hoeken in deelen van een 
gemengd getal of van een samengestelde breuk. Moest nl, 
om eens een voorbeeld te nemen, een hoek in 84 gelijke 
deelen verdeeld worden, dan wordt de kromme lijn, die 
voor die verdeeling in aanmerking komt, gemakkelijk ge- 
vonden. Op de gewone wijze wordt nl. een kleine koorde, 
van het beginpunt af, vijfmaal op den halven cirkel uit- 
gezet; de vijf bogen te samen worden onderspannen door 
een koorde die, als eenheidskoorde beschouwd, driemaal 
naast elkaar wordt uitgezet; zet men verder naast de drie 
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groote nog ééne kleine koorde op den halven cirkel uit, dan 
verkrijgt men hierdoor een boog, die in het gewenschte 
aantal deelen verdeeld is. Door het eindpunt van dien boog 
te vereenigen met het middelpunt en verder de bewerking 
daarbij toe te passen, als bij deze methode is beschreven, 
verkrijgt men één punt van de kromme lijn; alle andere 
punten verkrijgt men op overeenkomstige wijze. 

Aangezien deze 3e methode veel overeenkomst vertoont 
met de 2e, kan men uit fig. 5, welke daarbij behoort, 
nagaan, of de grootte van den hoek een verdeeling in een 
zeker aantal deelen, een constructie al of niet toelaat. 

Eindelijk leent deze methode zich nog voor de verdeeling 
van een hoek naar verhouding van twee of meer lijnen; 
hiervoor wordt al weer een kromme lijn geconstrueerd die 
voor die verdeeling geschikt is. 

Moeite zal die bewerking wel niet opleveren, als men in 
aanmerking neemt, dat, door het bepalen van een vierde 
evenredige, bij iedere lijn een tweede kan gevonden worden, 
die met de gevraagde in verhouding staat als de opge- 
geven lijnen. 

Door het uitzetten dus van een aantal lijnen als koorden, 
die zich twee aan twee, of drie aan drie enz. verhouden 
als de gegeven lijnen, verkrijgt men ook bogen, die zich 
als zoodanig verhouden. 

Hierbij weer de gewone bewerking toepassende als be- 
schreven is bij deze methode, verkrijgt men weêr een aantal 
punten en de vereeniging dier punten bepaalt de kromme 
lijn. Wil men zoodanige verdeeling van een hoek op andere 
wijze trachten te vinden dan door een dezer methoden, 
dan zal men te vergeefs daarnaar zoeken. Ook hierbij kan, 
voor de verdeeling van een hoek, een constructie uit die 
kromme lijn worden afgeleid. 

Volgens het bovenstaande kan slechts een beperkt aantal 
hoeken aan een verdeeling, in reden van twee of meer 
lijnen en volgens deze methode onderworpen worden. 

Past men evenwel voor die bewerking, met een kleine 
wijziging echter, de le methode van hoek-verdeeling toe, 
dan kan men alle hoeken, van 0° tot 860° verdeelen in 
reden van gegeven lijnen. 

Men ga hierbij te werk als volgt: uit een punt M, 
fig. 10, beschrijft men met willekeurige lijnen als straal, 
cirkelbogen, die de lijn AM snijden; uit die snijpunten zet _ 
men op die bogen de lijnen p en q als koorden naast elkaâr 
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uit; door het vereenigen van de punten a°, b°, c° enz. en 
ook van a’, b’, cf, enz., worden de kromme lijnen a°b°c° 
enz. tot n°, en a’b’c' enz. tot n° gevormd; deze stellen met 
de reeds bestaande lijn AM en de cirkelbogen de figuur 
samen die gebezigd kan worden, voor 
het verdeelen van alle hoeken tot en 
met 180° in reden van p en q; de 
bogen aa’, bb’, ec’ enz. worden nl. 
onderspannen door koorden die zich 
verhouden als de lijnen p en q; die 
bogen zelf verhouden zich dus ook als 
zoodanig. 

Beschouwt men dus de lijn AM als 
het gemeenschappelijke been van alle 
hoeken, die men wenscht te verdeelen 
en het punt M als het hoekpunt waar- 
uit het andere been dus getrokken 
wordt en dat de kromme lijnen snijdt; 

B en beschrijft men door het punt waar 
ERS het tweede been van een willekeuri- 
Ten gen hoek de kromme lijn a’b’ enz. tot 
Fig. 10. n’ snijdt een cirkelboog, dan zal deze 

door de kromme lijnen a’b'c’ enz. tot 

n’ en a°b°ec° enz. tot n° verdeeld worden in reden van p en q. 

Op overkomstige wijze kan men alle hoeken tot 1860° 
verdeelen. 

Wenscht men ook hoeken grooter dan 180° in dezelfde 
reden te verdeelen, dan gaat men eenigzins anders te werk. 

Zooals men uit de figuur zien kan, is de hoek van 180° 
door de bogen nn° en n° n’ verdeeld in reden van p en q; 
wil men nu een grooter hoek, |_ AMn” bijv. in dezelfde 
reden verdeelen, dan doet men dat in twee gedeelten. 
| AMn” nl. ís gelijk aan den hoek van 180° + | _n'Mn%; 
wanneer men nu die beide laatsten verdeelt, dan is de ver- 
deeling van den hoek van 180° reeds bekend; om nu nog 
| n’Mn”/ te verdeelen verlengt men zijn been Mn” door 
het punt M, zoodat | nMn'” als overstaande hoek gelijk 
is aan | _n’Mn’, dus ook bg nn’ == bg n'n”; trekt men 
voorts door het punt, waar het verlengde van Mn” de 
kromme lijn a/b’ enz. snijdt, een cirkelboog, dan wordt 
deze door de beide kromme lijnen verdeeld in reden van p 
en q; door de vereeniging dier deelpunten met M wordt 
ook bg nn’ in de zelfde reden verdeeld. Voegt men nu 


pn 


RS, 
% e of © o/ © es ae 
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het pde deel van |_nMn'’”’ bij het pde deel van den hoek 
van 180° dan wordt de lijn Mn° verplaatst naar Mn°,; doet 
men het zelfde met het qde deel, dan valt Mn’ op Mn’. 
Bij deze verdeeling maakt men dus gebruik van de eigen- 
schap, dat, wanneer men twee hoeken verdeelt in reden 
van p en q en men voegt de gelijknamige deelen bij elkaar, 
d.w.z. dat men het pde deel van den eenen hoek voegt bij 
het pde van den anderen, en ook het qde deel van den 
een’ bij het qde deel van den anderen, men de zelfde uit- 
komst verkrijgt, als wanneer men de hoeken eerst bij 
elkaar gevoegd had en dien dan verdeelde in reden van 
en g. 
S Op overeenkomstige wijze kan men handelen met alle 
inspringende hoeken tot 860°. De verdeeling van laatstge- 
noemden hoek wordt verkregen door de deelen waarin de 
hoek van 180° door de kromme lijnen verdeeld wordt, twee 
maal naast elkaar uit te zetten; wanneer men dus bg. nn®, 
van het punt #” af twee maal naast elkaar uitzet, zoodat 
Mn° op Mn° valt, en men plaatst daarnaast 2 maal bg. n°n’, 
dan zal Mn’ op Mn vallen. 


Uit een en ander ziet men dat, al is de beschrijving 
van deze wijze van behandelen uitvoerig, de constuctie 
zelve toch eenvoudig is en slechts neerkomt op een ver- 
plaatsen van de lijn Mn°. en dit zoowel van den hoek van 
360° als van alle inspringende hoeken, omdat het 2e been 
van den te verdeelen hoek reeds bestaat. 

Op gelijke wijze kunnen ook hoeken in 3, 4, 5 enz. 
gelijke deelen verdeeld worden; door op die wijze te han- 
delen wordt een verdeeling van hoeken, eerst in twee 
gelijke deelen, vermeden. 

Ook nog kan men op deze: wijze hoeken verdeelen in 
reden van een gemengd getal of van een samengestelde 
breuk; in reden ook van meer dan 2 lijnen of op welke 
andere wijze men ook verkiest. 

En hiermede is m.i. het einde genaderd van het werk: 
de beschrijving van de verschillende methoden van het, ver- 
deelen van hoeken. 

Mocht de arbeid aan het zoeken naar die verdeeling 
besteed aan velen ten nutte komen, dan zal die niet ver- 

geefs geweest zijn. 
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Toch op den verkeerden weg. 


DOOR 


C. A. CIKOT. (*s Hertogenbosch). 


In het Archief voor de verzekeringswetenschap (afl. Dec. 
1907) wordt mijn artikel „Een dwaling met een taai leven” 
onder handen genomen door den heer Dr. G. J. D. Mounier. 

De heer Mounier is het met mij eens dat de reeksen : 
Fbtbdddt enz, en ditte} 
in den letterlijken zin des woords verschillende reeksen zijn, 
en ook dat de onaf hankelijkheid van de grootte eener som 
van de rangschikking der termen onbepaald doorgaat. Maar, 
langs een meer en meer gebruikelijken weg, worden de 
verkondigers van de door mij bedoelde dwaling verdedigd 
met de hewering dat ze een andere, een nieuwe beteekenis 
aan bestaande uitdrukkingen geven. Jammer dat die docenten 
en schrijvers van leerboeken, als regel, het overbodig vinden, 
om te zeggen niet alleen dat ze een nieuwe beteekenis aan 
een bestaand woord of wiskundig teeken hechten, maar ook 
waarom zij dat doen, en te waarschuwen als ze (wat ze 
aanhoudend doen) van de eene beteekenis tot de andere 
overgaan. Ik wil aannemen dat de bedoelde kwesties den 
schrijvers helder voor oogen staan, maar kan toch niet 
mijn meening inhouden dat zulk een manier van doceeren 
didactisch hoogst onjuist is: Delphische orakeltaal is niet 
geschikt om 18 jarige leerlingen in de hoogere exacte weten- 
schappen in te leiden. 

Om nu op ons bijzonder geval terug te komen, de heer M. 
begint met aan de repeteerende breuk 0,91 uit een te zetten 
hoe we het woord oneindig groot in dergelijke gevallen op 
te nemen hebben. Na deze, zeer lezenswaardige en nood- 
zakelijke uiteenzetting hecht hij aan de uitdrukking: „twee 
reeksen bestaan uit dezelfde termen” de volgende nieuwe 
beteekenis: „Als twee onbepaald voortloopende reeksen 
zoodanig zijn dat al de termen, welke in de eene voor- 
komen, bij genoegzame voortzetting, ook in de andere 
reeks kunnen verkregen worden en omgekeerd, zeggen. wij 
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dat beide reeksen uit dezelfde termen bestaan.” En verder: 
„deze voorstelling van zaken sluit zich ook bij het gewone 
spraakgebruik aan. Men vrage aan een gewonen man uit 
het volk, immers het volk is de spraakmakende menigte, 
„zie eens, daar heb ik de reeksen van getallen: 
Ltddtddet enz, en Fddddiddd 
enz., hebben deze nu dezelfde termen of niet?’ dan zal 
zijn antwoord ongetwijfeld luiden „Ja.” 

Mijn groot bezwaar hiertegen is, dat ik meen, dat zoo’n 
man, als hij ten minste goed uit zijn oogen kijkt, zal 
zeggen: „Wel neen, die reeksen zijn niet hetzelfde, in de 
eerste zie ik — + staan, en dien term mis ik in de tweede 
reeks; en, omgekeerd, zie ik in de tweede reeks + staan, 
en dien term mis ik in de eerste reeks”. En dat bezwaar 
is nooit weg te nemen, zoodat het argement van „den man 
uit het volk” vervalt. Maar bovendien, al zou die man 
zeggen, dat die twee reeksen dezelfde zijn, (k vind het 
onjuist te zeggen van een oneindig groot aantal reeksen 
(want volgens het artikel in het Archief moet men, conse- 
quent, alle reeksen die door verdere verschuiving ontstaan, 
hierbij insluiten) die alle bij sommeering verschillend resultaat 
geven, dat ze één zijn. Maar zelfs daarover zou ik niet 
gevallen zijn, als de door mij gecritiseerde schrijvers gezegd 
hadden dat zij een nieuwe beteekenis hechten aan de uit- 
drukking „die reeksen zijn identisch”. Maar de noodige 
verklaring ontbreekt of is meestal onvoldoende. 

Een schrijver die in zijn voorrede beweert: „Beim mathe- 
matischen Unterricht kommt es sehr wesentlich darauf an, 
dasz die einzelnen Begriffe, welche zur Anwendung kom- 
men, genügend erklärt sind, und dasz sich die einselnen 
Untersuchungen in logischer Reihenfolge an einander anglie- 
dern .... Auch das Verständnis wird wesentlich erleichtert, 
wenn beim Unterricht nach Möglichkeit an das bereits. 
Bekannte angeknüpft wird,” zegt zonder voorafgaande ver- 
klaring naar aanleiding van de twee bekende reeksen „jede 
von ihnen enthält, wenn man sie nur weit genug fortsetzt, 
sämmtliche Glieder, welche die andere enthält, aber ihre 
Summe haben verschiedene Werte, weil die Aufeinderfolge 
der Glieder in den beiden Reihen eine verschiedene ist’ De 
laatste helft van deze uitspraak is nog wel (in het oor- 
spronkelijke) cursief gedrukt! Ieder onbevooroordeelde zal 
met mij tot het idee komen, dat de schrijver die opvatting 


van de kwestie heeft, waartegen ik in mijn eerste artikel 
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opgekomen ben, en zeer zeker zal een 18-jarig leerling het 
gezegde zóó opvatten 1). 

Trouwens het resultaat van besprekingen met meer dan 
één collega is dat wij allen den indruk hebben dat docenten 
en schrijvers 20—85 jaar geleden de door mij gewraakte 
opvatting (bewust of onbewust) propageerden, en de vele 
oudere en nieuwere boeken, die ik in de laatste weken op 
deze kwestie heb nageslagen gaan niet op de kwestie in, 
of stellen ze zóó voor dat de lezer er in loopt (een gunstige 
uitzondering maakt Césaro-Kowalewski). 

Mij dunkt dat alle omhaal en dubbelzinnigheid vermeden 
wordt als men reeksen, die èn in uiterlijk aanzien, èn bij som- 
meering verschillen, verschillend noemt. Wat is daar tegen ? 


NASCHRIFT. 


Na het schrijven van dit artikel komt mij nog een hand- 
boek van 1876 onder de oogen. Ik lees daarin: „De som of 
limiet van de reeks: 1 —4—+- 4 enz. is een andere dan de 
som of limiet, welke men verkrijgt, als telkens 2 positieve 
termen genomen worden en één negatieve. Zelfs verder 
gevorderden zien hiervan vreemd op, als zij het voor ‘teerst 
hooren bewijzen’. (De cursiveering is van mij). Deze ver- 
wondering bewijst zonneklaar dat de kwestie slecht behan- 
deld werd; van het feit dat twee verschillende reeksen 
verschillende sommen hebben behoeft men niet vreemd op 
te zien. De schrijver gebruikt hier, en ook elders, deze 
kwestie om te laten zien, dat het niet geoorloofd is om 
wat voor een eindig getal geldt, zonder bewijs over te 
brengen op een oneindig aantal. Dit is weer een verkeerde 
voorstelling van de zaak. Beide reeksen, in 8 ” termen 
opgeschreven, verschillen; het verschil neemt toe met „, en 
desteminder mag men dus de reeksen identisch noemen als 
ze in een „oneindig” groot aantal termen opgeschreven zijn. 


1) De zaak wordt er weinig beter door gemaakt, dat de schrijver 
zes regels verder zegt „Zwei Reihen welche sich nur durch die 
Reihenfolge ihrer Glieder von einander unterscheiden, müssen natür- 
lich so beschaffen sein dasz jedes Glied der ersten Reihe gleich falls 
in der zweiten Reihe, wenn auch an einer späteren stelle, vorkommt.” 
Zonder reciprociteit beteekent dit niets, en met reciprociteit is het 
onmogelijk, tenzij men eerst een ruimere opvatting definieert, 
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Merkwaardiee afleiding eener Goniometrische formule 


DOOR 


F. T. A. CEDEE (Amersfoort). 


Voor „het sferisch exces van een boldriehoek hebben wij 
de formule van Cagnoli 
sin Us B r sin s. sin (s—a) sin (s—b) sin (s—C) 
2 cos 1/9 a cos 1/5 b cos Il c 
of 


2 sin ll, Ecos 14 E= 


4 yv sin !|os. sin [9 (s—a)... X cos Ig s. cos If (s—a).… 
2 cos 1[sa. cos 1[a b. cos 1/oc 


en de formule van Lhuilier 
gi, Bv tg to s. tg Io (s—a) tg Io (s—b) tg to (s—C) 
Door vermenigvuldiging der beide laatste formules ont- 
staat de volgende 
sin 1[a s. sin 19 (s—a) sin 1/9 (s—b) sin 1, (s—C) 


sin? ll, E =H 
hs er cos 1/9 a. cos Lg b. cos Is c. 


en door deeling 
cos 1, s. cos 1/s (s—a) cos If, (s—b) cos 19 (s—c) 
cos 1f, a. cos Il b. cos If c. 
waaruit door optelling volgt 
cos 1; a. cos 1/9 b. cos Ig c == H- sin Ela 8. sin 1[g (s—a). …… Hr cos 1/5 5. cos. kg (S—0)… 
Stellen wij c=o dan vinden we gemakkelijk, dat in beide 
gevallen het positieve teeken moet worden genomen. 
Vervangen we de halve hoeken door geheele, dan wordt 


de formule, welke blijkbaar voor drie willekeurige hoeken 
geldt : 


cos a. cos b. cos c == sin 8. sin (s—a) .... + COS 8. COS (S—A) 


cos? 1, E = + 
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Een rekenkundige constante 


DOOR 


D=. N. QUINT (den Haag). 


Het is al jaren geleden, dat in de Educational Times 
de navolgende aardigheid meegedeeld werd, welke in han- 
delskringen te Londen opgang maakte. 

Men liet iemand een som gelds neerschrijven, liet hem 
hiervan het omgekeerde aftrekken en eindelijk het ver- 
kregen verschil met diens omgekeerde vermeerderen. Tot 
groote verbazing van den cijferaar kon de uitkomst zijner 
bewerking onmiddelijk gezegd worden nl. 12 £ 18 Sh. 11 d. 

De volgende voorbeelden laten dit zien : 


£ Sh. d. e Sh. ü. 

10 11 6 je 4 7 

6 11 10 7 4 11 
af af 

3 19 8 8 19 8 

8 19 3 8 19 8 
Op Op 

ke 18 11 12 18 11 


Wil echter degeen, die de aardigheid opgeeft niet te 
spoedig in de kaart gekeken worden, dan is het wenschelijk 
ten slotte nog een kleine bewerking te laten uitvoeren, 
welke berekening hij dan uit ’t hoofd moet uitvoeren. 

Het fraaie is, en daarvoor werd het ook in de Edu- 
cational Times ter sprake gebracht, dat het vraagstuk 
voor uitbreiding vatbaar is. Of men uitgaat van een getal 
van drie cijfers of van guldens, dubbeltjes, centen of van 
graden, minuten, secunden of van jaren, maanden, dagen 
of van welk drietal ook, steeds zal de bewerking een 
resultaat opleveren, dat slechts afhangt van den aard der 
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eenheden, waarvan uitgegaan werd. De volgende voor- 
beelden toonen dit. 


SE van 1 S6G gr. min. sec. 
123 BO 37 40 46 37 24 
827 40 87 50 24 87 46 
af af Aaf 
996 Ue 21 59 58 
693 DO 0 pi) 98 59 21 
op mre veen ens op 
1089 GODS Dd 60 58 59 
gld, dubb. et. jar ramde de: jar. mnd. dg. 
E 7 6 25 6 2 29: TORA 
6 7 9 2 ira A8 261 
af eaf af 
2 9 fi 20 11 o 2 jn 27 
7 9 2 Old A0 ee Des 
op op a 
10 8 9 en Are FEAE 30 TOR 


In het algemeen zou men hebben, als de eenheden waren 
4, B, C met het verband 1 A—=m B en 1 B=nC: 


Á B @, 
a b C 
Ù b a 
af 
al Ml nHe—d 
nd-e—a Ml a—ce—l 
op 


Wil men geene negatieve getallen verkrijgen, dan dient 
ac en nHC—A4>0 te wezen. 
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Akten Wiskunde M, 0. 


DOOR 


P. WIJDENES (Rotterdam). 


Op het schriftelijk examen voor de middelbare akten, 
krijgt men een papiertje, waarop men naam, woonplaats, 
betrekking enz. moet invullen: op het ex. Boekhouden M.O. 
zal het meerendeel zeker niet: „onderwijzer’”’ kunnen zetten, 
voor Staatsinrichting al evenmin; voor wiskunde echter is 
het grootste gedeelte werkzaam bij het onderwijs, eenigen 
zijn werkzaam bij een levensverzekeringmaatschappij, 
enkelen staan buiten het onderwijs. 

Laten we de talrijkste groep nemen: onderwijzers, die 
studeeren voor Kt; de groote meerderheid van hen heeft 
hoofdacte. Hun doel?? Vooruitzichten om leeraar te wor- 
den aan een H.B.S. hebben zij niet; zij zijn echter de 
aangewezen personen voor burgeravond-, ambachts-, zee- 
vaart-, machinisten-, kweek- en normaalscholen, terwijl 
zij ook altijd een voorsprong hebben bij sollicitaties naar 
beter betaalde betrekkingen bij M. U. L. O0. of naar een 
groote stad. 

Omdat de meeste candidaten voor K- bij het L.O. werk- 
zaam zijn, moet bij de opleiding rekening gehouden worden 
met de omstandigheid, dat ze alleen de avonduren kunnen 
studeeren, stel gemiddeld 3 à 31/, uur per dag, dus + 20 
uur per week. Heeft dan de candidaat wiskunde L. O. gedaan, 
dan duurt de studie twee jaar, als men verzekerd wil zijn 
van succes. Les nemen, niet meer dan 1!/, à 2 uur per 
week is gewenscht, doch niet noodig; in beide gevallen 
acht ik het verwerken en inzenden van de vraagstukken 
uit Vriend en Suppl. Vriend der Wiskunde van veel belang, 
opdat men zich in de gewone vakken: algebra, planimetrie, 
stereometrie en trigonometrie gemakkelijk bewege, het- 
geen op het examen een besliste eisch is: ook komen er 
vraagstukken en artikelen in voor, die direct belang 
hebben voor Kt; het Wiskundig Tijdschrift wordt natuurlijk 
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genomen, al zijn ook enkele artikelen te zwaar of af kom- 
stig van een naburig gebied. 

De lesgever moet niet anders doen, dan enkele struikel- 
blokken wegnemen: Leerlingen, die niet zelf voor 7|g een miet 
behandeld hoofdstuk onder de knie kunnen krijgen, moeten 
zich miet aan het eaxcamen onderwerpen. 

Ook zal het noodig zijn de begrippen aan te brengen; 
vandaar, dat het leeuwenaandeel besteed worde aan hoogere 
algebra en analytische meetkunde; in hoogere algebra zijn 
bovendien van die hoofdstukken, waarin de leerling het 
bosch niet ziet van wege de boomen: theorema's van 
d'Alembert, Budan, Sturm, convergentie en divergentie; 
ook die worden vooraf ontleed. In de analytische meet- 
kunde komt het vooral aan op het begin en op de meet- 
kundige plaatsen. 

Verder zorgt de leeraar, dat hem iedere week vraag- 
stukken ter correctie worden aangeboden. 

Welke werken moeten nu bestudeerd worden? Daar ik 
den candidaat op de hoogte stel van Wiskunde L. O., 
blijven de elementaire werken buiten bespreking. 

De drie candidaten, die in 1905 en 1906 van mij hun 
opleiding ontvingen gebruikten daarvoor: 

Rekenkunde: Gravelaar Ten II met de vraagstukken; slechts 

enkele hoofdstukken en vrst. werden gekozen; 
Versluys Deelbaarheid en rep. breuken, Mantel 
Getallenleer. 

Men lette vooral op alles wat op de theorema's van 
Fermat, Euler en Wilson betrekking heeft en op de 
kwadraatresten. 

Algebra: Heis. Alg. Vraagstukken. 

Verg. 2en graad met 2 en meer onbekenden; onbepaalde 
verg. van den 2en graad; harmonische reeksen , onbepaalde 
coëff., wederkeerige reeksen, rekenkundige reeksen van 
hoogere orde, kettingbreuken, perm. en comb., en alle 
vraagstukken van de herhaling. | 

Lobatto— Rahusen. Lessen over de hoogere algebra met 
de vraagstukken; men compleetere zelf deze met 
vraagstukken uit: 

Lieblein— Laska. Sammlung von Aufgaben. 

Meetkunde: Molenbroek 1, alle hoofdstukken en vraag- 
stukken met een sterretje; de geheele herhaling 
met wat er achter staat over de beginselen der 
projectieve meetkunde. 
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Molenbroek 11, Herhaling. Landré, Stereometrische hoofd- 
stukken. v. Breen, Merkwaardige punten en lijnen. 
Petersen — Wisselink, Methoden en theorieën. 

Driehoeksmeting: Molenbroek ILL, (Driehoeksmeting). Her- 

haling: Versluys, Boldriehoeksmeting. 

Beschrijvende Meetkunde: v. Pesch _— Wijdenes, Leerboek der 

beschrijvende meetkunde. Wijdenes, Oefenbladen. 

Analytische meetkunde: 

v. Geer, Leerboek der An. Mk. L., alles behalve de krom- 
men van hoogeren graad; vooral alle vraagstukken. 

H. Siersma, Vraagstukken An. Mk. Dit is een uitstekend 
werk, met enorm veel materieel, te kust en te keur voor 
den leeraar; de vraagstukken zijn volkomen op de hoogte 
van de gestelde eischen. 

Dr. G. Schouten, Analytische Mk. van de kegelsneden. Dit 
werk gebruikte ik niet, maar voor alle volgende candidaten 
acht ik het dringend gewenscht wegens de heel andere 
methode. 

Herhaling: A. J. v. Breen, Vraagstukken KI; hierbij dient 
echter de waarschuwing (de verzamelaar is er niet debet 
aan!), dat de vraagstukken na —+- 1900 opgegeven zich op 
heel wat hooger peil bewegen dan die uit de vorige eeuw, 
zoodat het werkje geen juiste krachtmeter meer is. Mijns 
inziens is het onnoodig buitenlandsche werken te nemen, 
waar een volledig stel Hollandsche boeken bestaat. 

Slechts enkelen, die K1 verkrijgen, gaan door voor 
KV; verschillende omstandigheden houden daarvan af, 
waarvan „geen leiding te kunnen krijgen” dikwijls dienst 
doet voor het onuitgesproken: „geen energie genoeg.” Wie 
het echter doen en na 2 à 3 jaar KV krijgen (zie voor de 
boekenlijst W.T. jg. II blz. 187 en 188), die hebben dan ook 
een witstekende kans een betrekking als leeraar te krijgen aan 
een H.B.S, met driejarigen cursus of in de 3 eerste klassen 
eener 5 jarige H. B. S. (KY heeft de bijzonderheid eene 
acte te zijn, die geen bevoegdheid geeft, echter wel een 
voorsprong op andere bezitters van KS). Nu komt, jammer 
genoeg voor de KV bezitters, de combinatie van wis- 
kunde met werktuigkunde, natuurkunde, lijnteekenen of 
cosmographie zeer dikwijls voor. | 

Toch zijn er weinig bezitters van KY met hoofdacte 
(opleiders voor KI eischen toch vooral het laatste), zonder 
betrekking. 
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Het mondeling gedeelte der Akte-Examens 
Wiskunde (M. 0). K. 1. 


DOOR 


J. VAN ROON (Rotterdam). 


Bij ondervinding wetende hoeveel belang een candidaat 
voor een examen stelt in hetgeen anderen op het examen 
wedervaren is, hoop ik velen een dienst te bewijzen door 
mijne bevindingen op bovenbedoeld examen wereldkundig 
te maken. 

Het eerste vak, dat gevraagd werd, was Algebra. Mij 
werd voorgelegd de oneindig voortloopende reeks: 

Hr DA 2 Dll a A vl 
en gevraagd te onderzoeken voor welke waarden van x de 
reeks convergeert. (Convergent voor o{x<-— 1/3). 
Naar aanleiding van deze reeks werden de volgende vragen 
gesteld: Kunt ge de som van deze Deen bepalen? (Hier- 
aar: 
bete An EE 
de reeks voor de grenswaarde x=—=of Hoe verklaart ge, 
dat de substitutie L=0, voor de som der reeks o oplevert 


voor vindt men S= ). Convergeert 


en men, door in de formule S= IT? —=0 te stellen, 


vindt S=}.? Is u het begrip uniforme convergentie bekend. 
Hierna werden mij eenige convergentie-kenmerken met hunne 
afleiding gevraagd en de ontwikkeling van 
jas (pe _) en log (l +2). 
Daarop volgde: Wat verstaat ge onder de discriminante 
eener vergelijking? Zou de volgende determinant: 


1 1 1 1 
a b C d 
D= a2 b2 c2 d2 
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kunnen dienen als diseriminant eener 4e machtsvergelijking, 
waarvan «, b, c,‚ en d de wortels zijn? Is deze determinant 
een symmetrische functie der wortels? Welke is de waarde 
van D? Welke determinant verkrijgt men door de gegeven 
determinant tot de 2e macht te verheffen? Is de zoo 
gevonden determinant: 


4 >aq 22 >abe 

Za >a2 >as 4abed 
LE 

>a? >a8 >at abch>a 

>abe 4abcd abced>a >a2b2C? 


een symmetrische functie der wortels? Druk alle in deze 
determinant voorkomende functies der wortels uit in de 
coëfficiënten der vergelijking vt + px® + qr? + ra + s—=0. 
Bij de afleiding dezer functies werd ook gevraagd, hoe men 
bepaalt 2ai0 en Zarbecr, 
_ Hiermede werden de discussies over algebra gesloten en 
werd overgegaan tot rekenkunde, waarvan slechts het 
volgende ter sprake kwam: hoe definieert ge ®/7 en in het 
algemeen een onmeetbaar getal? Welke resten geven 30, 
31, 32, 33, 34, enz. bij deeling door 17. Waarom zijn er 16 
/ pl 
verschillende resten? Kan ook a 2 — l een p-voud zijn 
als p een priemgetal is? Wat is een quadraatrest? Bewijs, 
p—l 
dat a 2 — 1 een p-voud is, als p priem en onderling 
ondeelbaar is met a, terwijl de rest, die a, bij deeling 
door p, overlaat, een quadraatrest is van p. 

Na ruim 2 uur pauze volgde een onderzoek naar de 
kennis der beschrijvende meetkunde. 

Ten eerste werd gevraagd, een viervlak te teekenen, dat 
met een zijvlak op het horizontale projectievlak staat, 
welk viervlak wordt gewenteld om een der ribben in het 
horizontale projectievlak gelegen, tot een der opstaande 
ribben evenwijdig is aan het horizontale projectievlak. 

Ten tweede werd gevraagd een achtvlak te teekenen, 
dat gegeven is door de projecties van een diagonaal en 
waarvan twee ribben, gelegen in het vlak der andere 
diagonalen, evenwijdig loopen aan het vertikale projectie- 
vlak. Hierbij werden verschillende vragen gesteld als: Wat 
is een achtvlak, welke regelmatige lichamen kent ge, wat 
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weet ge van de diagonalen van een achtvlak en derge- 
lijke meer. | 

Ten derde: Gegeven twee vlakken 4 en B en een punt 
P. Door P een lijn te trekken evenwijdig aan vlak 4, die 
met vlak B een gegeven hoek maakt. 

Ten vierde: Twee kruisende lijnen gegeven, één in het 
horizontale, één in het vertikale projectievlak. De lijn te 
bepalen die beide loodrecht snijdt. 

Ten vijfde: Een punt P en een lijn gegeven zijnde, 
vraagt men in die lijn de punten te bepalen waarvan de 
afstand tot P een gegeven lengte heeft. 

Een uur later volgde Analytische meetkunde. 

Gegeven was als brandpunt van een kegelsnede de oor- 
sprong van een rechthoekig coördinatenstelsel en de lijn 
2=—=d als asymptoot dier kegelsnede. Gevraagd werd de 
vergelijking dier kegelsnede te bepalen. Wat is een asymp- 
toot? Wat weet ge van de snijpunten der kegelsnede met 
een lijn, die evenwijdig loopt aan een der asymptoten- 
richtingen? Is de kegelsnede bepaald door de gegevens? 

Bepaal de asymptotenrichtingen uit de algemeene verge- 
lijking van den 2en graad. 

De voorwaarde af te leiden, waarvoor de vergelijking 
van den 2en graad, twee rechte lijnen voorstelt. Wat is 
het middelpunt eener kegelsnede. Hoe wordt het gevonden 
uit de algemeene vergelijking. 

Gegeven een ellips. Uit een punt in het verlengde der 
kleine as worden raaklijnen getrokken aan de ellips en om 
den driehoek gevormd door de raaklijnen en de raakkoorde 
wordt een cirkel beschreven. Te bewijzen dat deze cirkel 
door de brandpunten gaat. 

Den tweeden dag werd eerst gevraagd meetkunde. 

Te bewijzen: Verbindt men een punt van den omge- 
schreven cirkel van een gelijkzijdigen driehoek met de drie 
hoekpunten, dan is een der verbindingsrechten gelijk aan 
de som der beide andere. Welke betrekking bestaat er 
tusschen de producten der diagonalen en der overstaande 
zijden bij een willekeurigen vierhoek? Wat wordt er van 
de eerstgenoemde stelling als het gegeven punt niet op den 
omgeschreven cirkel ligt? Vorm uit het voorgaande een 
stelling voor een meetkundige plaats. 

Een punt P wordt geprojecteerd op de drie zijden van 
een driehoek 4BC. Deze projecties liggen op een rechte. 
Wat is de meetkundige plaats van P. Geldt hetzelfde ook 
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b. v. voor het punt C ten opzichte van AABP? Kent 
ge ook een ander voorbeeld van een punt @, dat zoo 
ligt ten opzichte van een AA4ABC, dat @ dezelfde eigen- 
schap heeft t.‚o. van AABC als b.v. C t.o. van AZABQP 
(Q hoogtepunt). 

Van een viervlak ABCD is gegeven: 

BOD AC KD AD BG. “Door. 4, B en € 
wordt een bol gebracht die de opstaande ribben. snijdt in 
P, Q en R. Bewijs, dat APQR gelijkzijdig is. 

‘Wat is inversie? Wat is de inverse figuur van een bol? 
Wat is homothetie? Los de volgende vraagstukken met 
behulp van inversie op: 1°. Een cirkel te construeeren, 
die twee gegeven cirkels raakt en door een gegeven punt 
gaat. 2°. Een cirkel te construeeren die een gegeven 
cirkel en een gegeven rechte raakt en door een gegeven 
punt gaat. 

Gegeven is een viervlak 4BCD, P en @ zijn de middens 
van BD en AC, ER verdeelt CD in gegeven verhouding. 
Volgens welke rechten snijdt het vlak POR het gegeven 
viervlak. Bereken de stukken waarin dit vlak de andere 
ribben verdeelt. Wat wordt er van de stelling van Meneläus 
als een scheeve vierhoek door een plat vlak wordt gesneden. 
Als P, @Q en R de middens zijn van de ribben BD, AC en 
CD vraagt men de doorsnede van vlak PQR met het vier- 
vlak ABCD. Bewijs dat dit vlak PQR het viervlak halveert. 
Hoe verdeelt het vlak uit de eerste opgave het viervlak? 
Wat is een prismoïde, wat een afgeknot prisma? Hoe 
bepaalt ge de inhouden dezer lichamen ? 

Twee cirkels liggen in verschillende vlakken. Een cirkel 
te bepalen, die deze beide cirkels raakt. (Twee kromme 
lijnen in de ruimte die elkander raken, hebben in het 
raakpunt een gemeenschappelijke raaklijn). 

Als laatste vak werd gevraagd driehoeksmeting. 

Gevraagd werd cos? uit te drukken in de goniometrische 
verhoudingen van veelvouden van x. De formule van Moivre 
te bewijzen voor gebroken exponenten. Bij de herleiding 
van cos? @ werd door mij o.a. gesteld: cos x +- isin x = é?, 
wat aanleiding gaf tot enkele vragen over complexe groot- 
heden, hyperbolische sinus en cosinus, waarbij ook gevraagd 
werd formules voor cosh (ax +y) en sinh (& + y) af te leiden: 
cosh (x + y)—=cosh « cosh y + sinh ax sinhy, sinh (a + 4) = 
sinh @ cosh y + cosh x sinh y. 

Verder: Een boldriehoek ABC is gegeven. Uit C wordt 

Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 8 
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een boog loodrecht op A4B neergelaten. Druk dezen boog 
uit, in de goniometrische verhoudingen der hoeken 


WEE DEE 0) 
SN h= A 
sin C. 

Is de boog door deze formule geheel bepaald? Hoe ver- 
klaart ge deze twee waarden? Wanneer valt h op de zijde 
AB zelve, wanneer op haar verlengde? 

Hoe bewijst ge de formules voor den rechthoekigen bol- 
driehoek? Kent ge den bolvijfhoek van Napier. 

Hiermede was het examen afgeloopen. 


Een misleidend werktuiekunde-vraagstuk. 


In een vraagstukken-boek lutdt een opgaaf: 

„Wat moet de vertraging zijn, als een lichaam met een 
eenparig vertraagde beweging in 8 sec. een weg van 60 M. 
moet doorloopen en de beginsnelheid 16 M. is?” 

Met behulp van de formule s = vt — }at? berekent men 
zonder moeite a == 2,125 M., wat ook als antwoord is opge- 
geven. Leerlingen, die dit vinden, zijn dan ook zeer tevre- 
den over hun oplossing. 

Er moet echter worden opgemerkt, dat het antwoord 
niet juist kan zijn, omdat de beginsnelheid 16 M. p.s. niet 
8 maal met 2.125 kan worden verminderd; m.a.w. het 
lichaam staat reeds stil voor de 8 sec. om zijn, nl. na 
ruim 7} sec. Men mag nu niet zeggen, dat het lichaam 
} sec. terugloopt, met versnelling a, want de formule voor 
s geeft nooit anders aan dan den afstand van het lichaam 
van af het uitgangspunt, zoodat de in tegengestelde richting 
doorloopen weg als negatief moet worden in rekening 
gebracht. 

Stelt men het vraagstuk zóó, dat de som van heen en 
terugweg 60 M. zou zijn, dan is 

60 == 161 — Lat? + Jal8 —t}?, en O=16 — at. 
F.J NAE 
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Vit de Theorie der Algebraïsche Vergelijkingen 


DOOR 


K. BES (Tilburg). 


(Vervolg van ble. 81, Sen jaargang). 


Tot voorbeeld wordt nu genomen de vergelijking: 
att ar yara ys dayt=0 . (77), 
waarvan de afgeleide vergelijkingen zijn: 
4u oSt3artytZagry? + uyt =0, 
Rin otatife 
De resultant van deze vergelijkingen is de determinant: 
4a, Sag 243 Ay 
4a, Sas 243 ay 
4a, 849 243 as 


dg 243 Sa, 405 (79), 

do 243 Sa, 4a5 
ds 2043 Sa, 445 
Verder worden de volgende assemblanten opgesteld: 
4a, Sas 243 A4 

4a, Sag Zas a4 

Ag 2 A3 3 A4 4 A5 (au) 
do 2a3 Sa, 4a5 

4 Ay 3 Ag 2 U3 Ay (81). 


da 243 Say 445 


De determinant (79), zijnde de resultant der vergelijkingen 
(78), wordt de discriminant der vergelijking (77) genoemd. 

Zal nu deze vergelijking gelijke wortelstelsels toelaten, 
dan wordt daarvoor vereischt, dat haar discriminant gelijk 
aan nul zij. 

Indien, zoo dit geval zich voordoet, de determinanten 
der hoogste orde, bevat in den assemblant (80), niet alle 
gelijk aan nul zijn, dan hebben de vergelijkingen (78) 
slechts één gemeenschappelijk wortelstelsel en heeft dus 
de vergelijking (77) slechts twee gelijke wortelstelsels. 
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Dit wortelstelsel wordt bepaald door elk der verge- 
lijkingen : 

tAs xt + tA4y = 0, 

tA4 0 + “Agy =0, 

tA3 Tt JtAoy =0, 

tA, tt Ary =0, 


welke uit den assemblant (80) voortvloeien. 
Zijn alle determinanten der hoogste orde, bevat in den 
assemblant (80), gelijk aan nul, terwijl zulks niet het geval 
is met alle determinanten bevat in den assemblant (81), 
dan hebben de vergelijkingen (78) twee gemeenschappelijke 
wortelstelsels, welke bepaald worden door elk der ver- 
gelijkingen : 
Aga 0? HEA ay + SAo zy“ =0, 
SAo 30? HSArgo yd Aro y*=0, 


In dit geval heeft de vergelijking (77) slechts twee ver- 
schillende wortelstelsels. Zij kan dus hebben òf twee paren 
gelijke wortelstelsels òf drie gelijke wortelstelsels en één 
wortelstelsel, dat daarvan verschilt. In het laatste geval 
wordt vereischt, dat de vergelijkingen (83) weder gelijke 
wortelstelsels hebben. | 

Zijn alle determinanten bevat in den assemblant (81) 
gelijk aan nul, dan hebben de vergelijkingen (78) drie ge- 
meenschappelijke wortelstelsels. In dit geval zijn alle wortel- 
stelsels der vergelijking (77) aan elkaar gelijk. 


(82). 


(83). 


b. Twee of meer vergelijkingen. 


S 79. Het kan gebeuren, dat twee of meer homogene 
vergelijkingen met twee onbekenden twee gelijke gemeen- 
schappelijke wortelstelsels hebben. De voorwaarden, die 
hiervoor vereischt worden, kan men op verschillende 
manieren verkrijgen: 

1. Men bepaalt eerst de voorwaarden, die vervuld 
moeten zijn, zullen de vergelijkingen twee gemeenschap- 
pelijke wortelstelsels hebben; stelt vervolgens de verge- 
lijking van den tweeden graad op, waardoor deze wortel- 
stelsels bepaald worden, en drukt daarna de voorwaarde 
uit, die vervuld moet zijn, zal deze vergelijking twee 
gelijke wortelstelsels hebben. 


£17 


2. Men stelt eerst de voorwaarden op, waaronder ieder 
der gegeven vergelijkingen twee gelijke wortelstelsels 
heeft, en drukt vervolgens de voorwaarden uit, die ver- 
eischt worden, zullen de gelijke wortelstelsels, die aan 
een der verlijkingen voldoen, ook aan ieder der andere 
vergelijkingen voldoen. 

De laatste methode geeft de eenvoudigste uitkomsten. 

Bij toepassing van deze methode op twee vergelijkingen 
bepaalt men voor elk hunner de twee afgeleide verge- 
liĳjkingen en drukt de voorwaarden uit, dat de vier ver- 
kregen vergelijkingen een gemeenschappelijk wortelstelsel 
toelaten. Het verhandelde in S$?77 verschaft het middel 
deze voorwaarden op te stellen. 

De verkregen voorwaarden drukken tevens uit, dat de 
gegeven vergelijkingen twee gelijke gemeenschappelijke 
wortelstelsels hebben. 

S 80. Ter toepassing van de in de vorige paragraaf 
behandelde theorie worden nu de voorwaarden bepaald, 
die vereischt worden, zal de vergelijking (77) drie of vier 
gelijke wortelstelsels hebben. 

Voor drie gelijke wortelstelsels is het noodig en vol- 
doende, dat de vergelijkingen (78) twee gelijke gemeen- 
schappelijke wortelstelsels hebben. Zal dit het geval zijn, 
dan moeten hunne afgeleide vergelijkingen, nl: 


12 a, 2 d-6agryt- 2azy2=0, 
Zas? t4asryd 3ayy?=0, Tee) 
Zas? d6arytl2asy-=0, 

een gemeenschappelijk wortelstelsel hebben. 

Ontdaan van de overtollige factoren, vindt men hier- 
voor als vereischte, dat alle determinanten der hoogste 
orde bevat in den assemblant: 

6 aj 349 A3 
6 a, Sas A3 
he A te AGT 
Sag 4ds 3 d4 
43 S A4 6 as 
dz S A4 6as 
gelijk aan nul moeten zijn. 


Zal de vergelijking (77) vier gelijke wortelstelsels hebben, 
dan wordt daarvoor vereischt, dat de verschillende afge- 
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leide vergelijkingen der vergelijkingen (84) een gemeen- 
schappelijk wortelstelsel hebben. 
Deze vergelijkingen zijn: 
4ayrd 6agy=0, 
6 age d- 4a3y=0, 
4dasrvt- Cay =0, 
6 av J- 24asy =0, 
Ontdaan van de overtollige factoren, vindt men voor 


deze voorwaarde, dat alle determinanten gelijk aan nul 
moeten zijn, bevat in den assemblant: 


(86). 


4a, 49 
8042 ag OE err EN 

2 d3 8 A4 

dU, 4 as 
Dit is dezelfde voorwaarde, welke reeds aan het slot 
van $ 78 gevonden is, daar de assemblant (87) ontstaat 


door in den assemblant (81) de de met de kolommen te 
verwisselen. 


VRAAGSTUKKEN. 


1. De voorwaarden op te stellen, waaronder de verge- 

lijkingen : 

m3 H do DY HAD YP J O4 YP =O, 

bj 3d bay + bay? + by ys =0, 
een, twee of drie gemeenschappelijke wortelstelsels hebben, 
en ook de vergelijkingen, waaruit de gemeenschappeliĳke 
wortelstelsels onmiddellijk berekend kunnen worden. 

2. De betrekking van afhankelijkheid te bepalen, die 
bestaat tusschen de vergelijkingen in het vorige vraagstuk 
vermeld, in elk der gevallen, waarin deze vergelijkingen 
een, twee of drie gemeenschappelijke wortelstelsels hebben. 

8. Te bewijzen, dat de resultant der vergelijkingen: 


a 3 H- ag KH? + dz U + A4 = 0, 
by 3 + bo K2 + Da Ln + by = 0, 
in den vorm: 
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A34 A4 À»s 

Asa Aas Jd Ais Ais 

A23 A1s A12 
kan gebracht worden, waarin de symbolen A12, A»s, enz. 
de determinanten voorstellen bevat in den assemblant: 
Aj dg A3 A4 
bi ba b3 by 

4. De gemeenschappelijke wortels te bepalen der ver- 

geliĳjkingen: 


ct 4 22 tr t6=0, 
23-73-18 =0, 
en de betrekking van afhankelijkheid op te stellen, die 
tusschen deze vergelijkingen bestaat. 
5. Den grootsten gemeenen deeler te bepalen der twee 
volgende vormen: 


air l, 
zit 2r—l Á 
zonder gebruik te maken van de bekende bewerking door 
achtereenvolgende deelingen, maar door toepassing van de 
leer der eliminatie. i 
6. De voorwaarden op te stellen, waaronder de verge- 


lijking: 
att 4parsd6gard4raed-s=0 
gelijke wortels heeft, nl: 
ad. een enkel paar gelijke wortels, 
b. twee verschillende paren gelijke wortels, 
c. drie gelijke wortels, 
d. vier gelijke wortels, 
en in al deze gevallen de methoden aan te geven, waar- 
door men de wortels der gegeven vergelijking kan bepalen, 
7. Bepaal a zoodanig, dat de vergelijking: 


at Zand 2an2—2rtl=0 
twee gelijke wortels heeft, en los de vergelijking op. 
8. Bepaal a en b zoodanig, dac de vergelijking: 
vi Zarsdbard2rn—l=0 
drie gelijke wortels heeft, en los de vergelijking op. 
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HOOFDSTUK V. 
De Hoofdeigenschap der Algebra. 


S81. Bij de beschouwingen in het vorige hoofdstuk is 
als bekend aangenomen, dat eene hoogere-machtsverge- 
lijking van den nden graad, wier coëfficienten tot het alge- 
meene gebied der algebraïsche getallen behooren, » wortels 
heeft, die mede tot dit getallengebied behooren. 

Deze eigenschap wordt in de leerboeken der hoogere 
algebra afgeleid uit de volgende stelling, die als de hoofd- 
eigenschap der algebra bekend staat: 

Tedere hoogere-machtsvergelijking met één onbekende , wier 
coëfficienten tot het algemeene gebied der algebraïsche getal- 
len behooren, heeft minstens één wortel, die mede tot dit 
getallengebied behoort. 

Voor zoover deze stelling in onze leerboeken der hoogere 
algebra bewezen wordt; steunt dit bewijs toch min of 
meer op meetkundige aanschouwing. Daarom komt het 
mij niet ondienstig voor een bewijs te geven, dat op zuiver 
rekenkundige grondslagen berust. 

Mocht het noodig zijn daarbij andere eigenschappen der 
hoogere-machtsvergelijkingen te vermelden, dan zullen 
deze, zoo zulks voor het verband noodig mocht blijken, 
ter loops bewezen worden. Vooraf valt op te merken, 
dat onder algebraïsche getallen verstaan zullen worden 
alle getallen van den vorm a —- bi, waarin a en b reëele 
positieve of negatieve getallen voorstellen, nul mede- 
gerekend, terwijl  —= [/— 1 de imaginaire eenheid aan- 
duidt. 

S 82. Als de coëfficienten der vergelijking: 


Aj UN H- Ag DN — 1 Haza A... anr Han +1—=0...(88) 
willekeurige algebraïsche getallen zijn, bijv: 
a =b Had, 
== bk Ee) 
Og at Co Î, (89), 


An +1 =bn HA Hen HAÛ, 
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dan kan deze vergelijking in den vorm 

(by on + bg on 1 H.H bn +1) + Î (ey UN Heg an —l 
le nh EC enen (CM) 

gebracht worden, waarin de coëfficienten b en c reëele ge- 

tallen zijn. 

Door den tweeden term dezer vergelijking in het tweede 
lid over te brengen, daarna beide leden in de tweede macht 
te verheffen en vervolgens de vergelijking weder op nul te 
herleiden, verkrijgt men: 


(2 HC) 0 H (25, b, 2e, Ce) wt! (bt HAD b, + 
H2aed Dat Hd) =O (O1), 


zijnde eene vergelijking van even graad met reëele coëffi- 
cienten. 

__Bestaat er nu eene waarde voor x, die aan de vergelijking 

(91) voldoet, dan moet deze waarde ook voldoen òf aan de 

vergelijking (90) òf aan de vergelijking. 


(by UN + bg ar 1 H.H Dn 41) — (ej ANH Cg Kn 1. 
A ON 


Er zijn nu.twee gevallen te beschouwen, naar gelang 
de vergelijking (91) een complexen of een reëelen wortel 
heeft. 

Heeft de vergelijking (91) een complexen wortel, bijv. 
L =P + qd, dan voldoet aan deze vergelijking ook de 
waarde # —= p — Qi, zooals door substitutie onmiddel- 
lijk blijkt. 

Op dezelfde manier wordt aangetoond, dat, als aan de 
vergelijking (90) de waarde # =p + q ? voldoet, aan de 
vergelijking (92) voldaan wordt door # =p — 

Wordt nu aan de vergelijking (91) door een 
complexen wortel, dan wordt aan elk der vergelijkingen 
(90) en (92) ook voldaan door een complexen wortel, en 
dus ook aan de vergelijking (88). 

Wordt aan de vergelijking (91) voldaan door een reëelen 
wortel, dan moet deze ook voldoen aan elk der verge- 
lijkingen : 

bj LNH by an lt... bn 10, (93) 
PUC eeen On 1 Olt ee 
en dus ook aan de vergelijking (88). 
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Hieruit volgt de eigenschap: 

Eene hoogere-machtsvergelijking, wier coëfficienten wille- 
keurige algebraïsche getallen zijn, heeft een reëelen of com- 
plexen wortel, indien zulks het geval is met iedere hoogere- 
machtsverhelijking van even graad met reëele coëfficienten. 

$ 83. Laat ons nu tot de hoogere-machtsvergelijking (88) 
terugkeeren in de veronderstelling, dat de coëfficienten 
reöele getallen zijn, terwijl n een even getal is. 

Door substitutie van # = y (l + 2%), waarin y en 2 
willekeurige algebraïsche getallen voorstellen met uitzon- 
dering van 2 == 0, gaat de vergelijking (88) over in de 
volgende: 


ja [1 (B) H(D Ien 22 NL 


—2 


SL ("5e (Te ED A 
nd 

+ as[t(" Ier) I) 2 dU 

Le 

FA + An 1 


ie. 

Lieja, [() En (5) 22 (5) ze. oane +(— 1) 0 ble va 
n=? 

bal) edet) CD 
LE ae al ae Blo eme oee 

a (— feat) Slaan 

Hah 0 A 


Door de twee termen dezer vergelijking afzonderlijk gelijk 
aan nul te stellen, verkrijgt men de twee vergelijkingen 
tusschen y en z; 
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a, [1 —(5) 22 (2) ROR Ae Ees ee] yi 
alt (7) (et Hen 
Ee de (En ik EE) al n= 1 


Ed [ mn nl OP Ve Gn HE len 
ee trl Arti 0 


RE, (95), 
a [Út) (8) HE) — lt) À (ETT! 
(bd ed an Cd en 
HER AE 
or) ett 
rel le 
5 Rel ner 0 
welke bij verkorting voorgesteld kunnen worden door: 
Ar ln HPyy HP 10, | 
Oe deler tn orb na Ut dn =O, | he 


Bestaat er eene waarde voor y, die aan deze twee ver- 
gelijkingen te gelijk voldoet, dan moet z eene zoodanige 
waarde hebben, dat de resultant dezer vergelijkingen 


nul wordt. 


Deze resultant is een determinant van de 2n—lsteorde, 
gevormd door n—l rijen bestaande uit de coëfficienten der 
eerste vergelijking en „ rijen bestaande uit de coëfficienten 
der tweede vergelijking. De vergelijking, die tot bepaling 


van 7 dient, is dus: 
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Ps Ps Pg- + « Dir Po Dar 


DP; Ds ee ol ekre e Pi DP, PD, + 1 
DP, eere a Reender AES Ne Dn DP, Eis 1 
Dr ret ere Patil 0... (97. 
q, Qs Qs ® Ani 4 
QQ aren reke sm 
qd, Er Or er MI at gi in 
ST EEN qe 


Zij is ten opzichte van z van den » (n—l)den graad, 
daar de term van den hoogsten graad gevormd wordt door 
de elementen der hoofddiagonaal van den determinant, die 
het eerste lid dezer vergelijking uitmaakt. 

In de vergelijking (97) komen de oneven machten van 2 
niet voor, zoodat zij beschouwd kan. worden als eene ver- 
gelijking in 22 van den graad 4x (n—l) met reëele coëfficienten. 

S 84. Het verhandelde in de twee vorige paragrafen 
verschaft het middel om tot het bewijs van de voorop- 
gestelde hoofdeigenschap der algebra te komen. 

Er worden nu verschillende gevallen beschouwd wat be- 
treft het graadgetal der vergelijking (88) en den aard harer 
coëfficienten. 

Ll. Vooreerst wordt verondersteld, dat de vergelijking is 
van oneven graad met reëele coëfficienten. 

In dit geval neemt het eerste lid der vergelijking door 
achtereenvolgende substitutie van & == + OO en # = — OO 
tegengestelde teekens aan. Hieruit leidt men af, dat er 
eene reöele waarde voor x bestaat, waarvoor het eerste 
lid nul wordt. Dit voert tot de eigenschap: 

Eene hoogeremachts-vergelijking van oneven graad met 
reëele coëfficienten heeft steeds een reëelen wortel. 

2. Daarna neemt men eene vergelijking met reëele coëf- 
ficienten van even graad, maar zoodanig dat het graad- 
getal slechts één factor 2 bevat. 

In dit geval is de vergelijking (97) ten opzichte van z? 
van oneven graad met reëele coëfficienten. Er bestaat dus 
eene reöele waarde voor 22 die aan de vergelijking (97) 
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voldoet. De tweede vergelijking (95), die in dit geval van 
oneven graad is met reöele coëfficienten, levert voor y 
eene reëele waarde. De waarde van ”=y (1 + zi), die 
aan de vergelijking (88) voldoet, is dus reëel of imaginair 
naar gelang de waarde van 2? negatief of positief is. 

Hieruit volgt de eigenschap: 

Een vergelijking van even graad met reëele coëfficienten, 
wier graadgetal slecht één factor 2 bevat, heeft altijd een 
reëelen of complexen wortel. 

8. Vervolgens beschouwt men eene vergelijking van 
oneven graad wier coëfficienten willekeurige algebraïsche 
getallen zijn. 

De vergelijking (91) verkeert dan in het vorige geval; 
zij heeft dus zeker een reöelen of complexen wortel. Dit 
is dus ook het geval met de vergelijking (68). Hieruit vloeit 
de eigenschap voort: 

Hen vergelijking van oneven graad, wier coëfficienten wille- 
keurige algebraïsche getallen zijn, heeft steeds een reëelen of 
complexen wortel. 

4. Daarna veronderstelt men, dat de coëfficienten der 
vergelijking (88) reëel zijn, terwijl het graadgetal twee 
factoren 2 bevat. 

In dit geval levert de vergelijking (97), waarvan het 
graadgetal 4 (n— 1) slecht één factor 2 bevat, voor z? 
eene reöele of complexe waarde, terwijl de tweede verge- 
lijking (95), die van oneven graad is, ook voor 4 eene 
reëele of complexe waarde levert. Hieruit volgt de eigen- 
schap: 

Hen vergelijking van even graad met reëele coëfficienten, 
waarvan het graadgetal twee factoren 2 bevat, heeft altijd 
een reëelen of complexen wortel. 

5. Uit het verhandelde in $ 83 vloeit nu onmiddellijk 
de volgende eigenschap voort: 

Ken vergelijking van even graad met reëele coëfficienten, 
waarvan het graadgetal m factoren 2 bevat, zal een reëelen 
of complexen wortel hebben, indien zulks het geval is met 
eene vergelijking van even graad met reëele coëfficienten, 
waarvan het graadgetal m—l factoren 2 bevat. 

In verband met het voorgaande volgt hieruit de eigen- 
schap: 

Tedere vergelijking van even graad met reëele coëfficienten 
heeft een wortel, die tot het gebied der algebraïsche getallen 
behoort. | 
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6. Ten slotte volgt uit het verhandelde in S$ 82 de 
eigenschap : 

Tedere hoogere-machtsvergelijking, waarvan de coëfficienten 
tot het gebied der algebraïsche getallen behooren, heeft een 
wortel, die mede tot dit getallengebied. behoort. | 

Hiermede is de hoofdeigenschap der algebra volledig 
bewezen. 


VRAAGSTUKKEN. 


1. Alle wortels te bepalen der vergelijking: 


ord Zarije tide a er DL 


2. Evenzoo van de vergelijking : 


vEt De ED). LAN 
Bien Pen eg 


en 0 000 Nn 


ta 


Maximum-driehoek in een ellips 
(meetkundige plaatsen van merkwaardige punten; analogon in de ruimte) 


DOOR 


C. A. CIKOT (’s Hertogenbosch). 


Daar van alle driehoeken, die in een bepaalden cirkel 
beschreven kunnen worden, de gelijkzijdige de grootste is, 
daar er verder oneindig veel van die driehoeken in den _ 
cirkel beschreven kunnen worden, (welke driehoeken alle 
beschreven zijn om een cirkel concentrisch met den oor- 
spronkelijken) kunnen er in een ellips onbepaald veel maxi- 
mum-driehoeken beschreven worden, welke driehoeken 
beschreven zijn om een ellips coaxaal en gelijkvormig met 
de oorspronkelijke. Dit blijkt als men de cirkels met de 
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bedoelde driehoeken projecteert; verder blijkt dat de zijden 
geraakt worden in hun middens, door de tweede ellips 

„en dat iedere zijde in richting toegevoegd is aan de bijbe- 
hoorende zwaartelijn. Bedoelde driehoeken hebben alle hun 
zwaartepunt in het middelpunt van de ellips. 

Om de meetkundige plaats van het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel te bepalen redeneert men als volgt: 
bedoeld middelpunt is het snijpunt van twee middellood- 
lijnen; nu zijn die middelloodlijnen normalen ten opzichte 
van de binnenste ellips, en wel in punten wier elliptische 
parameters 120° verschillen; noemt men deze voor twee 
punten a, en «9, dan heeft men dus: ag —= 120° + a, 
Bekend is dat het snijpunt van de normalen in twee zulke 
punten is: | 


c2 cos 1 (« « Hierin stellen natuur- 
X == CO8« COS ay Agde 


cos } (ag — aj) lijk a, b en c elemen- 
vett Zi ed sin 4 (ag + aj) ten van de binnenste 
b Î 3 cos 4 (oo — aj) ellips voor. 
X cos k (a 73 
=p 0084 COS agt Ge ay (cos?a, — 3 sin?a,) 
C cos + (ag — ay) 
2a 
Eg sind (a a 
np == 8 aj SUN ag Bd) —= — sina; (8 cosa, — sin?a;), 
2 cos} (ag — aj) 
2D 


waaruit, na eenige herleiding : 
X2 Y? 

c2 at c2 2 
EG) 

Hieruit blijkt dat de meetkundige plaats een ellips is, 

gelijkvormig en concentrisch met de oorspronkelijke; hare 

assen maken hoeken van 90° met de homologe van de 

eerste. 

Daar ’t zwaartepunt in ’t middelpunt van de oorspron- 

kelijke ellips blijft, zijn de meetkundige plaatsen van de 

andere punten op de Euler-lijn (hoogtepunt en middelpunt 


van den negenpunts-cirkel) eveneens ellipsen gelijkvormig 
met de oorspronkelijke. 


== (cos?a, + sin?aj)s =|. 
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Wil een tetraëder, in een ellipsoïde beschreven, een 
maximum-tetraëder zijn, dan moet in de eerste plaats het 
grondvlak een maximum-driehoek zijn, en dus zijn zwaar- 
tepunt in het middelpunt van de doorsnede hebben; daar 
verder, bij een bepaald grondvlak, de hoogte een maxi- 
mum Zijn moet, moet de top het raakpunt zijn van de 
ellipsoïde met een vlak evenwijdig aan het grondvlak; 
ieder zijvlak is dus toegevoegd aan de bijbehoorende zwaar- 
telijn; ’t middelpunt van de ellipsoïde is dus zwaartepunt 
van al de maximum-tetraëders. 

In verband met het voorgaande blijkt verder dat de 
ribben van al de maximum-tetraëders in hun midden raken 
aan een ellipsoïde coaxaal en gelijkvormig met de oor- 
spronkelijke, en verder dat ook de zijvlakken van al die 
tetraëders aan een dergelijke ellipsoïde raken, en wel in 
hun zwaartepunt. 

Deze tetraëders zijn alle het zelfde deel van het para- 
lellepipedum op de bijbehoorende toegevoegde middellijnen, 
en daar deze paralellepipedums alle even groot zijn, zijn 
de bedoelde tetraëders ook even groot. De tetraëders zijn 
twee aan twee aan elkaar toegevoegd. 


Vraagstukken naar aanleiding van bovenstaand urtikel. 


1. In alle bovenbedoelde driehoeken is standvastig de 
som van de kwadraten van de zijden (en dus ook, 
door de standvastigheid van het oppervlak, de hoek van 
Brocard). 

2. In alle bovenbedoelde tetraëders is standvastig de 
som van de kwadraten van de ribben. 

3. Komen er onder de bedoelde tetraëders ook equifa- 
ciale voor (d.w.z. zulke, waarin de zijvlakken congruent 
zijn)? 

4. Komen er ook onder voor met een snijpunt van de 
hoogtelijnen ? 
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Necrologie 


DOOR 


D". N. QUINT (den Haag). 


Kelvin (1824—1907). In de Westminster Abdij werd 28 
December j.l. bijgezet William Thomson, Lord Kelvin of 
Largs. Al ligt zijn hoofdwerkzaamheid op het gebied der 
toegepaste en theoretische physica, hij moet hier genoemd 
worden als de schrijver met Tait (1881—1901) te zamen, 
van de Zreatise on natwral philosophy en der verhandeling 
On Vortex Motion (Edinb. Transact. 1869), waaruit zijne 
wervelatoom-theorie (Phil. Mag. 1869) voortkwam, welke tot 
zulke belangrijke mathematische vraagstukken aanleiding 
gegeven heeft. 

Ook het gebied der lagere wiskunde werd door hem ver- 
rijkt door de ontdekking van het ortho-tetrakaidekaeder, 
het z.g. Kelvin’s veertienvlak, welke ontdekking medege- 
deeld werd in Proc. Roy. Soc. 1894 in een artikel: On 
Homogeneous Division of Space. Wordt elke ribbe van een 
octaeder in drie gelijke stukken verdeeld, en telkens een 
vlak gebracht door vier deelpunten, die nabij een zelfde 
hoekpunt gelegen zijn, dan ontstaat een lichaam, dat door 
zes vierkanten en door acht regelmatige zeshoeken begrensd 
wordt en dat, evenals kubus en ruiten-twaalfvlak, gebruikt 
kan worden om de ruimte te vullen. 


George Salmon 1819-1904. Op 22 Januari 1907, juist 
drie jaar na het overlijden van Salmon gaf HFiedler een 
stuk uit „Zwm Gedächtnis George Salmons”, waarin op de 
beteekenis van dezen veelzijdigen geleerde gewezen werd. 
Wordt hij in onzen kringen gewaardeerd als de schrijver 
van massieve werken op het gebied der analytische meet- 
kunde en van menige belangrijke verhandeling b.v. over 
de hoofdeigenschappen van de vlakken van de derde orde, 
Fiedler wijst er op, dat Salmon, die sinds 1865 geen col- 
leges meer gaf over wiskunde maar wel over godgeleerd- 

Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 9 
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heid (hij was als regius professor of divinity hoofd van het 
Trinity College te Dublin) ook onder de theologen als een 
voorganger wordt beschouwd. Zijn hoofdwerk, een histo- 
rische inleiding tot de studie van het Nieuwe Testament 
beleefde in 1891 zijne vijfde uitgave, en kreeg, daar het 
zich vooral wendde tegen de kritiek van Duitschers en 
Hollanders den naam van den „hamer der Germanen”. 
Maar ook nog over geheel andere onderwerpen liet hij zijn 
lieht schijnen. In de Fortmightly Review van 1886 schreef 
hij een artikel „What Boys read”, waarin zijne belezenheid 
op dit gebied zelfs de vakmenschen verbaasde. 

Ook beklom hij nog geregeld den kansel, en gaf ook vijf 
bundels preeken uit, waarvan de laatste in 1900 verscheen. 

Eindelijk kan nog vermeld worden, dat hij een geweldig 
schaker was, die meermalen beroemde professionals ver- 
slagen heeft. 

Het artikel, waaraan deze bijzonderheden ontleend zijn, 
is bij Teubner verschenen. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


19, De vierde internationale conferentie over maten en gewichten. 


De Convention internationale du Mêtre, welke 20 Mei 1875 
te Parijs geteekend werd, bepaalde o.m. dat er een Bwreau 
international des Poids et Mesures opgericht zou worden, 
gevestigd in het Pavillon de Bretueil bij St. Cloud, en dat 
er om de zes jaren een conferentie bijeen zou komen, die 
over de belangen van het metrieke stelsel beraadslagen 
en de prototypen vaststellen zou. 

De eerste conferentie kwam bijeen in 1889. Zij heeft de 
prototypen van den meter aangegeven en bepaald, dat de 
temperaturen gemeten zouden worden door de drukver- 
anderingen van waterstof. 

De tweede conferentie van 1895 heeft een tweede stel 
prototypen vastgesteld; de verhouding bepaald van den 
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yard tot den meter en de golflengten van eenige licht- 
soorten. 

De derde conferentie van 7901 hield zich bezig met de 
vaststelling van het kilogram, met de verdeelingen, die 
op den standaardmeter aangebracht zijn, met de massa 
van een kubieken decimeter water en met de decimale 
verdeeling van den cirkel. (Het gewicht van 1 dMS. water 
is-40 mG. minder dan dat van het Standaard kilogram). 

De vierde conferentie werd 15 October jl. door den 
Franschen minister Pichon geopend en werd gepresideerd 
door Henry Becquerel. Canada en Denemarken waren voor 
het eerst vertegenwoordigd. Medegedeeld werd, dat in de 
Vereenigde Staten en in Rusland bij den medischen dienst 
het metrieke stelsel voorgeschreven was, dat in Japan 
door het ijkwezen tienmaal meer metrieke dan oud-vader- 
landsche maten werden onderzocht. | 

Verder hield de conferentie zich bezig met het vaststellen 
van de nieuwe bepalingen van de massa van een liter 
water, en van eenige golflengten en van de lengten van 
verschillende geodetische basissen. 


Revue Générale des Sciences, 1907. Q. 


20. De stelling van Chou Ta. 


De Jupansche hoogleeraar Hayashi, die geregeld de Euro- 
peanen in kennis stelt met de wiskundige verdiensten zijner 
landgenooten, deelt iets meer mede over de Chineesche stel- 
ling, die ook in dit tijdschrift (bl. 175, Zen jaargang) be- 
sproken is, nl. „in een ingeschreven veelhoek is de som 
der stralen van de ingeschreven cirkels der verschillende 
driehoeken, die men verkrijgt door uit één hoekpunt dia- 
gonalen te trekken onafhankelijk van het hoekpunt, waar- 
van men uitgaat.” 

Het blijkt nu, dat de stelling van Tucker W.T. bl. 113 
Zen jaarg.) reeds voorkomt in het Japansche werk Zoku- 
Shimpeki-Sampo. Eigenaardig dat de titel van dit in 1806 
verschenen werk beteekent: wiskunde, opgehangen aan den 
tempel van Shinto. Evenals in Europa!) in vroegere 
eeuwen, was en ishet in Japan gewoonte, dat de wis- 


I) Zoo lezen wij b.v. van een „questie — een rectificatie — die 
Willem Goudaen, gesworen Lantmeter tot Haarlem, galdaar aan de 
kerekdeure hadde aangeslaghen”’, 
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kundigen de kerkdeuren gebruiken als aanplakborden om 
hunne ontdekkingen bekend te maken. Zoo was ook de 
genoemde stelling voor een koordenvierhoek reeds in 1800 
aangeslagen door Zyokwam Maruyama. Een Japansch 
wiskundige deelde haar aan een Chineesch vakgenoot mede, 
die haar op de besproken wijze uitbreidde. 

Ook in het Oosten trok de stelling de aandacht. Van 
een zevental bewijzen, dat Hyashi meedeelt, laten we 
hier een tweetal volgen. 

I. Bewijs van Nagasawa. 

Ee gel de stralen der cirkels ingeschreven in de 
JN on BCD, a, b, ce, de, f- de loodlijnen uit het 
middelpunt des omg. cirkels op BLD: BO;:CD DA Ae 
en BD neergelaten. Volgens een bekende betrekking is dan 
_Rd-r=atbe 

RA r3=ecdd—e dus 

ARA r3 dry =a db Hedt-d welke waarde ook voor 
2R Hr, +79 gevonden wordt. 


Het gebruik dat de Japansche schrijver van de B 
formule — ze is van Fewerbach — maakt, schijnt ons zeer 
gelukkig want hetzelfde bewijs kan ook voor een willekeu- 
rigen veelhoek gegeven worden. 

IL. Bewijs van Chou-ta. 

Vanwege zijn elementair karakter is ook het bewijs, dat 
de Chineesche wiskun- 
dige geeft, de kennis- 
making waard. 

Zij Il, de projectie 
van J,, middelpunt 
des ingeschreven cir- 
kels van A BCD enz. 
Naar bekend is liggen 
dan JZ, en Jy op een 
cirkel met het midden 
G van boog CD als 
middelpunt en met 
GC als straal beschre- 
ven. lets dergelijks 
geldt voor Jz en Jy. 

Nemen we nu C41= 
—= BD!=—= AD, en zij 
M het snijpunt van Ja met 14l4!, dan is 
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Zal Iz L ==} ZL EL=}bg CDL, 
ZLhbK=t/LGK=jbg BAL, | 
dus zijn de hoeken 1, 13 Len, IJ, K binkent de constructie 
der punten K en L gelijk. 
Daar de lijnen Els en EL gelijke hoeken met AB maken, 


zoo zal Js L // AB zijn, en / M evenals / N recht 
wezen. 


ls M= AIl, — All ==} (AB + AC — BO) — (AB + 
AD — BD) =d (4AC— AD — BC + BD) 

LN == CJ, — CJ, = H(CD J AC — AD) — (CD + CB 
—_ BD) =d (AC — AD — BO + BD) = LM. 

De A A Z3Z4 M en 1, Io N congruent zijnde, volgt hieruit 

EN JieN of. 

Ty — 13 =N — Tg Of 

NHB =H 4 

Hayashi, Mathesis, 1906 bl. 257. Q. 


21. Een bewijs door verdeeling. 


Een wiskundige uit ZLwucknow in Bengalen laat, zeker om 
aan Indische tradities getrouw te blijven, op de volgende 
wijze zien, dat een driehoek (4 BH) de helft is van een 


parallelogram (A BCD) dat dezelfde basis en hoogte heeft 
voor het geval, dat de top & buiten het parallelogram valt. 

De stukken 1, II, III, waaruit de driehoek bestaat 
komen tweemaal voor in het parallelogram. 


Pierpoint, Math. Gaz. 1906. Note 214. Q. 


22. Als op de zijden van DABC de vierkanten 
ABB,As, BGCBs, CAA,C5, dan zal als N het snij 
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punt is van BA, en C49, de lijn AN den hoek 
ANA, halveeren. | 

Alweer een nieuwe (?) eigenschap van een overbekende 
figuur. Ze volgt onmiddelijk uit de congruentie, der A AACA4» 
en ABA, en waarin dus de hoogtelijnen op C43 en BA, 
gelijk zijn. 

Misschien is het niet ongeschikt naar aanleiding dezer 
„figuur de aandacht te vestigen op een verhandeling van 


As Ce, 


den vaderlandschen wiskundige I. R. Schmidt, die in de 
werken van E. 0. A. een artikel schreef „over eenige 
eigenschappen van den regtliĳjnigen driehoek” en welk stuk 
— thans ruim 60 jaar oud — niet de aandacht getrokken 
heeft, welke het verdiende, want telkens worden stellingen 
door hem gegeven weder opnieuw ontdekt. Schmidt geeft 
daar de volgende theorema's. 
2 


LeAyAi HB Bie SAB ABG 


IL. Construeert men op 4,45, B1Bs, G,C3 weder vier- 
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kanten en vereenigt men de naast elkander liggende hoek- 
punten, dan heeft men: 
1°, A3C4, C3B4, B344 loopen evenwijdig met AC, CB, 
BA en zijn gelijk aan viermaal deze lijnen. 
Oe de vierhoeken Ay 43405, C,Cs B4B3, B, B3 4440 zijn 
elk gelijk aan vijfmaal ABC. 


HI. Construeert men op 434, C3B4, B3 44 weder vier- 
kanten en vereenigt men de naast elkander liggende hoek- 
punten, dan heeft men: 

1°. As4e, B5Be. C5Cg loopen evenwijdig met 4,45, 

BB, C4C en zijn gelijk aan vijfmaal deze lijnen. 
2°. de vierhoeken 43 As4ed4, B3B5BeB4. C3C50l0l4 zijn 
elk gelijk aan vier en twintigmaal A A4BC. 


IV. Construeert men op As4e, B5Be, C5Cg weder vier- 
kanten en vereenigt men de naast elkander liggende hoek- 
punten, dan heeft men: 

1°. AsB;, Bg, CgAy looijen evenwijdig met AB, BCG, 

CA en zijn gelijk aan negentienmaal deze lijnen, 

2°, de vierhoeken AGA8B,Bs, BeBsl7ls, ColgArAs zijn 

elk gelijk aan honderd en vijftien maal AABC. 

Op deze wijze kan worden voortgegaan. Het blijkt, dat 
de verbindingslijnen der. opeenvolgende hoekpunten beur- 
telings evenwijdig loopen met AB, BC, CA en met A,A5, 
B_Bs, GC; in betrekking tot deze lijnen zullen hare 
lengten worden gegeven door de reeksen 1, 4, 19, 91...., 
lln te: 

Voor verdere bijzonderheden moet naar de verhandeling 
van Schmidt verwezen worden. 

Mees GOrmack. Repra due Times, AI, 1904 
Question 16035. IL. R. Schmidt, Nieuwe Wis- en 
Natuurkundige Verhandelingen van het Wis- 
kundig Genootschap 1844. Q. 


23. (ver een eigenschap van den bol, 


1. Bij den cirkel heeft men de stelling: Een koorde van 
een cirkelboog wordt uit alle punten van het segment 
onder denzelfden hoek gezien. Hiermee stemt eenigermate 
overeen de stelling bij den bol: 

„Heeft men een bolsegment, grooter dan de halve bol, 
„dan is de kleinste hoek, waaronder men uit een willekeurig 
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„punt van het boloppervlak (uitgezonderd de cirkel van de 
„basis) een middellijn van de basis ziet constant; is het 
„bolsegment Kleiner dan de halve bol dan is de grootste 
„hoek constant. 

„Is het segment gelijk aan een halven bol, dan zijn die 
„hoeken allen recht.” 

2. Bewijs: We beschouwen den kegel, die een wille- 
keurig punt S tot top, en tot richtlijn den cirkel van het 
grondvlak « heeft. Zij O het middelpunt van den cirkel, 7 
zijn straal; de lijn SO == m. 

Het vlak door SO loodrecht op « — het vlak van kleinste 
doorsnee — snijdt den kegel volgens den driehoek ASA’. 
Stellen we SA =a, SA’ =d’, waarbij aad, J SOA u: 

Door SO brengen we nu een willekeurig vlak LSL/ aan. 
Zij Slik SL! =S bhaleOLs orn j Dob 
vlak om SO wentelt in de richting ALA’, groeit w aan van 
u tot m—u en bepaalt daardoor een max. of min. van #. 

3. Tusschen /, /, w en & bestaan de betrekkingen: 

2 AU2==2r2 2m? (mis zwaartelijn), 
U sin & —= 2mrsinw, 
Ar? == 2422 cos B. 
Na eliminatie van len ! vinden we: 
| m2 — r? 
wh Oan 2mr sin wo’ 

4. Om met behulp van deze betrekking de max. of min. 
waarde van @& te bepalen moeten we onderscheid maken 
tusschen mer en mr; in ’'teerste geval is de tophoek 
van de kleinste doorsnee scherp, in ’t tweede geval stomp. 

Groeit w aan van wu tot zr — u, dan zal in beide gevallen 


mar? m2 — r? 
cotg. & de waarden aannemen van — —_—_—— tot —_—__—— 
2mr sin u 2mr 
en weer terug. Bijgevolg zullen de waarden 
mer? m2 — r? 
2mr sin u’ 2mr 


voor mr resp. een max. en min. zijn van cotg. &, en 
voor m<r resp. een min. en max.; of voor w=u is & 


. TT 
8e. Min. “als waer wan een max. als Mr voor ee: 


resp. max. en min. 

TT 

5: 

„Derhalve, is bij den kegel de tophoek der kleinste door- 


Is m=r dan is $ = 
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„snee scherp (mr), dan is dit de kleinste hoek, waaronder 
„men een middellijn van het grondvlak ziet; is hij stomp 
„(m<Zr), dan is het de grootste hoek, waaronder men een 
„middellijn ziet. Het vlak door SO loodrecht op het vlak 
van kleinste doorsnee bevat resp. den grootsten en den 
kleinsten hoek. 


„Is de kleinste doorsnee —= 5 dan worden alle middellijnen 


„van het grondvlak onder een rechten hoek gezien. 

5. Beschouwen we nu een bolsegment met grondvlak (C) 
en sphaerisch centrum P, en beschrijven we uit een punt 
M van het segment een scheeven kegel met (CG) tot richtlijn. 
Het vlak van kleinste doorsnee is CMP, {CMP is voor 
iederen stand van M gelijk aan de opening van den omwen- 
telingskegel P(C), en is derhalve constant voor alle punten 
van het bolsegment (uitgezonderd de punten van cirkel (C)). 

Uit hetgeen we in $ 4 gezegd hebben omtrent de Kleinste 
doorsnee volgt nu de in $ 1 genoemde eigenschap. 

(Ll Pitagora, XIII; dr. EL. Amaldi.) ÏSe 

24. Om de som van de ndemachten van ax? + bx +-c =0 
te berekenen, kan men gebruik maken van de eenvoudige 
reductieformule : 

as +- DSi + CS 2 =O. 
waarbij S= a* + 9% als « en f de twee wortels der 
vierkantsvergelijking zijn. 

Het bewijs is aldus: 


da? 4 ba HC =—=0; ap? + bg He =0. 1) 
Optellend: a(a2 + 92) + b(a + 9) + 2e = 0, derhalve 
15 — DS, L CS == 0. 2) 
Vermenigvuldigen we de twee vergelijkingen 1) resp. met 
DRO varen 82, en. en tellen we ze telkens bij 


elkaar op, dan vinden we 
dS3 J- DS + CS1 == 0 
14 in biS3 —- CÔ == 0 
de por CMO ef 
DR =, Ss vinden we uit 2): we kunnen der- 


halve successievelijk S3, S, . . . . berekenen. 
(LU Pitagora XIII, dr. G. di Did). 
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(De lezer zal hierin herkend hebben een bijzonder geval 
van de methode van Newton, voor leerlingen geschikt. Dr. 
di Dia had er aan kunnen toevoegen, dat men zoo o.m. ook 
vindt de som der omgekeerde machten.) K. 


25. In Jl Pitagora XIII, 3—5, beschrijft dr. G. di Dia 
eenige methoden van vermenigvuldiging. Als curiosum nemen 
we daaruit de zeer eenvoudige methode der Indiërs over. 

Uit te werken het product: 2345 X 724. Daar we hebben 
getallen van 8 en 4 cijfers, vormen we een rechthoek, dien 

| we verdeelen in 3 X 4 == 12 vierkantjes, 
2lsl4js) in ieder waarvan oen diagonaal is getrok- 


VAS 7 lken van rechts boven naar links beneden. 
AAE We voegen aan den rechthoek toe een 
ANA 4 bovenste rij van vier vierkantjes, waarin 
de cijfers 2, 3, 4, 5, en een kolom van drie 
vierkantjes met de cijfers 724. leder cijfer dier kolom ver- 
menigvuldigen we met een cijfer der eerste rij en schrijven 
het product in het overeenkomstige vakje: het cijfer der 
tientallen boven de diagonaal, dat der eenheden er onder. 
Tellen we ten slotte op volgens de diag. dan vinden we 
het product. K. 


A Pp) 
16 SG bedr 


Boekbespreking. 


F. Gomes Teixeira: Tratado de las curvas espe- 
ciales notables. Madrid, drukkerij van „La Gaceta de 
Madrid, 632 bl. 

Dit boek is een antwoord op een prijsvraag der Koninklijke 
Spaansche Akademie van Wetenschappen, en werd in 1897 
bekroond. Elke kromme, welke een bijzonderen naam heeft, 
is zorgvuldig bestudeerd: Voortbrenging, vergelijking, raak- 
lijn en normaal, kromtestraal, kwadratuur, booglengte „ en 
korte historische berichten. Ziehier de titels der verschil- 
lende hoofdstukken: 1, 2. Krommen van den derden graad. 
8, 4, 5. Krommen van den vierden graad. 6. Voornaamste 
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vlakke krommen van 6de en 8ste orde. — 7. Transcendente 


krommen. — 8. De spiralen. — 9. Parabolen en hyper- 
bolen. — 10. De cycloïdale krommen. — 11. Verschillende 
andere krommen. — 12, 18. Ruimtekrommen. — 14. Pol- 


hodie en herpolodie; ten slotte een lijst der namen. 

Dit boek zal groote diensten aan wiskundigen bewijzen, 
alhoewel sinds zijne publicatie andere gelijke boeken ver- 
schenen zijn zooals: Brocard: „Notes de bibliographie des 
courbes géométrigues; Basset: “An elementary treatise on 
cubic and quartic curves; Loria: „Specielle algebraïsche 
und transcendente ebene Kurven” en verschillende mede- 
deelingen in „PEncyclopédie des Sciences Mathématiques.” 

Een fransche of een duitsche vertaling zou wel wen- 
schelijk zijn. 


Nijvel (België). zie Dr. J. Rosz. 


Annuaire du Bureau des Longitudes pour 
1908. Gauthier-Villars, Paris. 1.50 frs. (franco 1.85 frs.) 

Deze jaargang bevat de volgende opstellen: 

G. Bigourdan: La distance des astres et en 
particulier des étoiles fixes. 

Deslandres: Union internationale pour la coö- 
pération dans les recherches solaires. 

F. Guyon: L’Ecole dAstronomie pratique de 
PObservatoire de Montsouris. 

Bovendien vindt men er de bekende opgaven voor natuur- 
kunde, scheikunde, astronomie en techniek. 

Er zijn dit jaar geen aardrijkskundige en statistische 
gegevens (het volgend jaar zullen deze wel worden opge- 
nomen). 

De lijst van veranderlijke sterren is aangevuld; evenzoo 
de tabellen betreffende brekingscoëfficienten van vloeistoffen, 
soortelijke warmte, kritische punten, kookpunten, electri- 
sche weerstanden, terwijl een tabel is toegevoegd van het 
draaiend vermogen van verschillende stoffen. Red. 


Een nieuw tijdschrift. 


Van af 1 Jan. 1907 is verschenen: „Revue de l'Enseig- 
nement des Sciences”, een tijdschrift, onderling uitgegeven 
door een aantal leeraren bij het Middelbaar Onderwijs in 
Frankrijk. 
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Redacteur is de heer F. Marotte, 35bis Reu de Reuilly, 
Paris; de prijs is 6 francs per jaargang van 10 afl. 

Het doel is de leeraren in de gelegenheid te stellen van 
gedachten te wisselen omtrent hun onderwijs; de groote 
verandering, die in Frankrijk reeds aangebracht is in het 
onderwijs, maakte zulk een tijdschrift noodzakelijk. 

De 1e afl. begint met een „Enquête sur Enseignement 
de la Géométrie”, waarop een aantal verschillende antwoor- 
den zijn ingekomen. 

Naast de wiskunde vinden ook geologie, natuur-, en 
scheikunde een plaats. 

Wij wenschen de Revue een lang en nuttig leven toe. 

Red. 


Correspondentie. 


Naar aanleiding van de mededeeling van den heer Cikot 
„Een dwaling met een taai leven”, bladz. 194, derden jaar- 
gang, verscheen een opstel van den heer Dr; G.J. D. Mounier 
in het Archief voor de Verzekeringswetenschap, Deel X, 
Afl. 1. Een tegenschrift van den heer Cikot werd ons toe- 
gezonden (zie blz. 101), doch dit zou voor den lezer onbe- 
grijpelijk zijn, wanneer hij niet het stuk van den heer M. 
kende. Op verzoek van den heer C. heeft de heer M. ons 
een afdruk doen toekomen van zijn mededeeling; deze wordt 
hier afgedrukt met weglating van alles wat aan de redactie 
voorkwam van persoonlijken aard te zijn. 

De redactie meent niet te mogen afwijken van de in de 
voorrede van den Ien jaargang vermelde opvatting „dat 
persoonlijke aanvallen niet kunnen worden toegelaten” 

Redactie. 


Een waarheid, die een nog taaier leven bezit dan een dwaling. 


De verzekerings-wiskundige heeft meermalen de leer der 
reeksen toe te passen. Ja, als er één onderdeel der wis- 
kunde is, waarvan op actuarieel gebied bijna aanhoudend 
gebruik wordt gemaakt, dan geldt dit zeker de reeksen- 
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theorie. Niet alleen heeft men bij de premie- en reserve- 
rekening al aanstonds daarmede te werken, men denke 
slechts aan JN, en M,, uitdrukkingen, die sommen van 
reeksen vertegenwoordigen; maar bij de afronding van 
sterftetafels heeft men telkens reeksen te gebruiken en 
allerlei functiën, samenhangende met de sterftewetten en 
de methode-continu, vereischen de toepassing van oneindige 
reeksen. Het is, met het oog hierop, niet ongeschikt eens 
bij een kwestie stil te staan, waartoe de leer der reeksen 
aanleiding geeft. 

In een artikel: „Een dwaling met een taai leven”, voor- 
komende in het Wiskundig Tijdschrift t).... trekt de Heer 
C. A Cikot te velde tegen een „in 1904 door een professor 
aan een technische hoogeschool” geschreven boek, 


(wij) willen het punt in geschil . … tf nader beschouwen. 
De geachte schrijver van het bedoelde boek heeft beweerd, 
dat de beide reeksen: 


eon org 202 
1 1 1 1 1 1 
TEE AE hd 


„als men ze maar vergenoeg voortzet, volmaakt dezelfde 
termen bevatten, maar dat hunne sommen verschillend zijn, 
omdat de rangorde in de beide reeksen verschillend is”. 
(Dit).... is nu, volgens den Heer Cikot,.... fout.... Toch 
kunnen wij ons volkomen vereenigen met het gevoelen 
van den bedoelden hoogleeraar en meenen wij, dat de 
geachte criticus in het W. T., bĳ zijn bestrijding van 
deze, een kleine onjuistheid begaat, althans wij kunnen 
ons vooralsnog niet met zijn zienswijze vereenigen en wij 
achten dan ook de even te voren door den Heer Cikot 
aangehaalde vraag: „waar en waarom hondt de eigenschap 
op, dat een som onafhankelijk is van de rangschikking 
van de termen?” geenszins op het onderhavige geval van 
toepassing, zooals uit het volgende zal blijken. 

Om de gestelde kwestie nauwkeurig te behandelen, 
achten wij een historische herinnering noodig. 

Voor ongeveer een halve eeuw werden de repeteerende 


1) Derden jaargang, bladz. 194, 
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breuken (immers in den grond der zaak reeksen) op de 
meeste lagere scholen behandeld op de LA die uit het 
volgende voorbeeld blijkt. 
Zij de breuk: 
0.919191 enz. 


dan is: 
100 X de breuk — 91.919191 enz. 
1 X de breuk — 0.919191 enz. 
af 
99% der breuk == DIS 
dus: 
91 
de breuk = 99: 


Men vond derhalve: 


ak 
0.91 — 0.919191 enz. —= de 

Maakte een leerling de opmerking, dat, door de ver- 
menigvuldiging met honderd, alle cijfers twee plaatsen 
moesten opschuiven en dus boven de laatste cijfers 91 geen 
cijfers konden komen te staan, dan werd deze opmerking 
weêrlegd door er op te wijzen, dat een repeteerende breuk. 
oneindig veel cijfers in de decimalen heeft en er alzoo geen 
laatste cijfers 91 aanwezig zijn. 

Zoo stond de zaak voor een halve eeuw. 

De opmerkzame leerling had tegen het gegeven betoog 
een gegronde bedenking kunnen aanvoeren. Hij had kunnen 
zeggen: „Wat is eigenlijk een getal met een oneindig aan- 
tal decimalen? Ik ken wel decimale breuken uit een eindig 
aantal cijfers bestaande, maar kan mij geen voorstelling 
vormen van oneindig. Mijn begrip is aan het eindige ge- 
bonden en de uitdrukking oneindig is slechts voor mij de 
ontkenning van iets, wat ik wèl begrijp”. Het spreekt 
vanzelf, dat weinig leerlingen een dergelijke opmerking in 
het midden brengen. Toch zal dit nu en dan wel eens 
voorgekomen zijn. Op al de duizende leerlingen der lagere 
scholen, bevonden zich immers, over het geheele land ver- 
spreid, die leerlingen, welke, door hun aanleg voor wis- 
kundige studiën, reeds waren voorbestemd later als doctoren 
in de wiskunde of als houders van de acte KY op te 
treden. Die leerlingen zullen, evenals ik persoonlijk mij 
herinner gedaan te hebben, de evengenoemde bedenking 
hebben opgeworpen. Het resultaat was dan dat de onder- 
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wijzer de bedenking òf niet begreep, òf deed alsof dit het 
geval was en dan met een groot woord den leerling het 
zwijgen oplegde. 

Toch kon de waarheid niet teruggedrongen worden en 
het is de verdienste van de uitstekende werken van Duhamel 
en ten onzent Versluys, dat deze eindelijk aan ’t licht zou 
treden. De geheele opvatting van oneindig veel decimalen 
moest, evenals die van oneindig voortloopende reeksen, 
uit de wiskunde verdwijnen. Voor den wiskundige bestaan 
alleen eindige reeksen, al werd ook het woord oneindig in 
een geheel anderen zin, later weêr ingevoerd. 

Beschouwen wij weder de repeteerende breuk: 

0:9191915 


maar nemen wij thans aan, dat deze slechts een eindig 
aantal decimalen, bijvoorbeeld zes, bevat, dan heeft men 
eenvoudig: 

OOR RdEROreUuw AOT 


WEE Dre OS LITO 


af; 
merruhk — 90,999909. 
dus: 
90.999909 
de breuk = DOED, 


een vorm, die minder eenvoudig is dan hetgeen wij reeds 
aanstonds wisten, namelijk: 
de breuk — 0.919191, 


919191 
of ook: de breuk — 1000000: 


Wij kunnen echter ook aldus handelen: 
TOOn rde breuk 919101 
1 X de breuk —= O0.9191 + 0.000091 


af 
AREN SL 
Oe TODD A 
dus 
91 91 


de breuk S 99 — 99000000 

Dit nu vormde het uitgangspunt van een geheel nieuwe 
beschouwing. In plaats van oneindige aantallen decimalen 
of termen van een reeks, kwamen nu onbepaald voort- 
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loopende decimalen of reeksen. Men stelle zich voor, dat 
0.919191 enz. steeds een eindig aantal decimalen blijft be- 
vatten, maar dat hun aantal niet gegeven is en dat men 
zich denkt, dat er naar willekeur steeds meer bijgezet 
kunnen worden, mits maar de regel van het repeteeren 
gevolgd worde. Hoe verder men zulk een repeteerende 
breuk opschrijft, hoe kleiner de af te trekken term wordt. 
Toen wij 0.919191 in zes decimalen namen, was deze 


91 " 
term 99006000 ’ hadden wij acht decimalen gebruikt, dan 
f À 91 
zou hij geweest zijn 9900000000: Hoe verder men de deci- 


malen nog opneemt, hoe kleiner deze aftrekker wordt en 
hoe dichter de breuk nadert tot se 

Maar nu dient men nog twee bijzonderheden op te 
merken: 

1°. Hoever men ook de breuk opschrijft, steeds moet 


van En nog een term worden afgetrokken en de waarde 


de wordt derhalve nooit bereikt, laat staan overtroffen; 


2°. Men kan, door maar genoeg termen op te schrijven, 


1 : 
09 verschilt als 
men slechts verlangt. Wil men bijvoorbeeld dat het ver- 
schil kleiner zij dan één billoenste, dan heeft men de af 
te trekken term maar kleiner te maken dan dit laatste 

91 


99000000000000 
noodig is de breuk op te schrijven tot in twaalf decimalen. 


oi 

Het getal 99 
eigenschappen voldoet, van namelijk nooit te worden be- 
reikt, hoever men ook de decimale breuk opschrijft en zoo 
dicht genaderd te kunnen worden. als men maar wil, door 
maar een voldoende aantal decimalen op te nemen, wordt 
de grenswaarde der breuk genoemd. Die grenswaarde is 
alzoo niet de waarde der breuk of de som der reeks: 


91 91 91 | 
100 + 10000 + 1000000 + PZ: 


verkrijgen, dat de breuk zoo weinig van 


bedrag, of te nemen, waartoe het slechts 


dat nu aan de twee zoo evenvermelde 
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want een eindige, onbepaald voortloopende decimale breuk 
of reeks heeft geen bepaalde waarde of som. Kende men 
die, dan zou men daardoor het aantal decimalen of termen 
kunnen terugvinden en men had een gewone decimale breuk 
of eindige reeks, waaruit alle onbepaaldheid verdwenen was. 

Nu is men in de Wiskunde gewoon, om noodelooze om- 
schrijvingen te voorkomen, kortheidshalve onbepaald voort 
loopende reeksen, oneindige reeksen en de grenswaarde van 
zulk een reeks, de som der reeks te noemen. Dit is nu 
slechts een kwestie van terminologie en kan, als men deze 
eenmaal heeft vastgesteld, nimmer tot verwarring leiden, 
juist omdat het woord som in de oorspronkelijke beteekenis 
bij deze reeksen nooit voorkomt, daar zij geen som hebben 
of kunnen hebben en omdat oneindig in de geheele wiskunde 
nimmer in den meer gebruikelijken zin wordt aangetroffen. 

Beschouwen wij thans de beide onbepaalde, technisch 
gesproken, oneindige reeksen: 


91 91 BT 2 
100” 10000’ 1000000” “* 
91 91 91 


en enz. , 


100 * 10000’ 1000000 * 


dan kan men, streng genomen, niet verklaren, dat deze 
reeksen aan elkaâr gelijk zijn of dezelfde termen bevatten. 
Immers men heeft hier te doen met twee onbepaald voort- 
loopende reeksen. Nemen wij nu aan, dat beiden evenver 
doorloopen, wat noodig is om te kunnen beweren, dat zij 
aan elkaâr gelijk zijn, of dezelfde termen bevatten; dan 
zou de eene gebonden zijn aan de voorwaarde, dat zij even- 
ver doorliep als de andere, en dus zou zij niet volstrekt 
onbepaald zijn. Evenmin kan men zeggen, dat de door 
den Heer Crkor genoemde reeksen: 

1 l Eed! 1 l 

han ete heebin. Oene 


1 1 1 l 1 i, 
nn geen mg 00: 
aan elkander gelijk zijn of dezelfde termen bevatten ; hetgeen 
ook geldt van de, mede door den Heer Cikot gegeven, reeksen : 


1 


1 1 Í 1 1 
Varde 
1 1 1 1 1 


Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 10 
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Toch bestaat tusschen het eerste en de beide laatste 
voorbeelden eenig verschil. 

Bij het eerste voorbeeld verkrijgt men, zoodra men de 
onbepaaldheid laat vallen en zich tot een zeker in beide 
reeksen gelijk aantal termen beperkt, term voor term 
overeenstemming. De reeksen blijken dan uit dezelfde ter- 
men te bestaan, die bovendien in beiden in dezelfde volg- 
orde voorkomen. Men houde echter wel in het oog, dat 
dit resúltaat verkregen is door van de oneindige reeksen 
(technisch gesproken) tot eindige over te gaan. Voor de 
oorspronkelijk gegeven reeksen blijft het waar, dat zij niet 
aan elkander gelijk zijn en niet uit dezelfde termen bestaan. 
Dit is ook het geval met de beide volgende voorbeelden; 
maar daarbij doet zich nog de omstandigheid voor, dat 
men geen bepaald aantal termen ” in de eerste reeks kan 
kiezen, zóó, dat daarmede een bepaald aantal m termen 
in de tweede overeenstemt, tenzij men, als zeer bijzonder 
geval, n —= Mm == Ì neemt, in welk geval beide reeksen 
terugvallen tot haar eersten term en dus de geheele 
reeksenwet verdwijnt. Dit verschil tusschen het eerste en 
de beide laatste voorbeelden treedt eerst op, als men de 
reeksen een bepaald aantal termen toekent en vervalt 
dus geheel bij de oneindige reeksen. Met hetzelfde recht 
kan men dus bij alle drie de voorbeelden verklaren, 
dat de reeksen niet aan elkander gelijk zijn, niet uit 
dezelfde termen bestaan, niet dezelfde volgorde van termen 
bezitten. 

Evenals wij boven reeds opmerkten, dat onbepaald voort- 
loopende reeksen in den gewonen zin des woords geen som 
bezitten, dat er ook in de wiskunde in philosophischen zin 
geen oneindige reeksen voorkomen en dat wij daarom, 
zonder verwarring te stichten, bij onbepaald voortloopende 
reeksen over de woorden som en oneindig vrijelijk kunnen 
beschikken door daaraan een nieuwe beteekenis te hechten, 
evenzoo kunnen wij nu ook vrijelijk beschikken over de 
uitdrukking: „de twee reeksen bestaan wit dezelfde termen”. 
Immers wij zagen reeds, dat in den gewonen zin deze 
verklaring nooit van twee oneindige reeksen kan worden 
afgelegd. 

Wanneer wij nu aan laatstgenoemde uitdrukking een 
nieuwe beteekenis willen hechten, dan dienen wij daarbij 
niet willekeurig te werk te gaan, daar wij anders: terecht 
het verwijt zouden moeten vernemen: „Ja, als men geheel 
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nieuwe beteekenissen aan de woorden hecht, dan kan men 
alles wel goedpraten”. Zoo zou men trouwens wel kunnen 
bewijzen dat 2 X 2 == 6 is, door als definities in te voeren: 
6=3 1, 5B=6 HI, 4=5 1; 

waarbij dus 4 en 6 in beteekenis verwisseld zijn. Een voor- 
waarde, welke bij de toekenning van een nieuwe beteekenis 
òf aan een woord òf aan een uitdrukking moet worden 
inachtgenomen, is deze, dat de nieuwe beteekenis zich 
aansluit bij het algemeene spraakgebruik. 

Welnu, dan hechten wij aan de uitdrukking „de twee 
reeksen bestaan wit dezelf de termen” de volgende beteekenis. 
Als twee onbepaald voortloopende reeksen zoodanig zijn, dat 
al de termen, welke in de eene voorkomen, bij genoegzame 
voortzetting, ook in de andere reeks kunnen verkregen worden 
en omgekeerd, zeggen wij, dat beide reeksen uit dezelfde 
termen bestaan. 

Zoo bijvoorbeeld de reeksen: 


1 1 l l Ì 


l 
NO ET ne 
J 1 | l 1 l 
Bme staren ole 
De term — oe welke in de eerste reeks voorkomt, is 


bij genoegzame voortzetting van de tweede reeks, ook 


7 

zoo bij genoegzame voortzetting in de eerste te verkrijgen. 
Men houde hierbij goed in het oog, dat de beide reeksen 
onbepaald voortloopende moeten blijven en men dus niet 
mag zeggen: Als wij de eerste reeks in „ termen opschrijven, 
hebben wij in de tweede m termen noodig om. al de termen 
der eerste in de tweede terug te vinden, maar dan komen 
in de tweede termen voor, die in de eerste niet aanwezig 
zijn; want, zoo redeneerende, hebben wij het weêr over 
reeksen met bepaalde aantallen termen en dus niet over 
onbepaald voortloopende of, technisch gesproken, oneindige 
reeksen. | 

Deze voorstelling van zaken Sluit zieh ook bij het gewone 
spraakgebruik aan. Men vrage aan een gewonen man. uit 
het volk, immers het volk is de spraakmakende menigte: 
„zie eens, daar-heb ik de reeksen van getallen: 


5 1 
daarin te verkrijgen en de term —+ —- der tweede, is even- 


1 1 1 1 1 1 
pige A ee 
1 1 1 1 d 1 
en | Ek Ee men 9 Sk 5 zi 7 PL 4 enz., 


hebben deze nu dezelfde termen of niet?’ 
antwoord ongetwijfeld luiden: „Ja”. 
Vraagt men hem dan: „En deze reeksen: 


1 | 1 1 Î 1 
1 ES ar Os 16 + 25 56 
1 l Ï d 1 iÛ 
en — gered Pen g PZ» 
hebben deze dezelfde termen?” dan zal zijn antwoord even 
beslist luiden: „Neen”. 

Hieruit blijkt wel, dat onze bepaling van de uitdrukking, 
waarover wij thans handelen, zich aan het spraakgebruik 
„der menigte aansluit. Zoo is het dan ook natuurlijk door 
den hooggeleerden schrijver van het door den Heer Crkor 
bedoelde boek opgevat. Het spreekt toch immers wel van 
zelfs dates deit teek die schrijver, Aat 
A ooit (kan) gemeend hebben, dat men de beide 
reeksen, in het tweede en derde voorbeeld aangewezen, 
werkelijk zoover in een bepaald aantal termen zou kunnen 
opschrijven, dat de aldus verkregen reeksen dezelfde termen 
zouden vertoonen. Slechts in den door ons aangegeven zin 
kan de bewuste uitdrukking door den hooggeleerden schrijver 
bedoeld zijn en dat dit niet opzettelijk werd vermeld, moet 
0. i. toegeschreven worden aan de omstandigheid, dat die 
uitârukking, zooals wij aantoonden, geheel overeenkomt 
met het gewone spraakgebruik en dat de hoogleeraar meende, 
dat zijn lezers wel begrijpen zouden, wat hij eigenlijk 
wilde zeggen. 

Daar nu de uitdrukkingen som, oneindig en zelfde termen 
in de theorie der oneindige reeksen een geheel andere 
beteekenis hebben, dan in het begin der lagere rekenkunde 
is vastgesteld, is het ook niet te verwonderen, dat de 
eigenschap, „dat een som onafhankelijk is van de rang: 
schikking van de termen” hier niet van toepassing kan zijn, 
en wel om dezelfde reden al$ waarom „leer” in de beteekenis 
van „ladder” niet de eigenschappen bezit van een gelooide 
dierenhuid. 

Ten slotte merkt de geachte criticus op: „De gewraakte 


‚dan „zal 210 


enz, 
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fout komt trouwens in nog andere boeken dan het bedoelde 
voor, en maar zelden wordt uitdrukkelijk gezegd, dat de 
beschouwde reeksen verschillende reeksen zijn”. 

Hecht men .... aan het woord „fout” de .... gewone 
beteekenis, dan zijn wij, met alle bescheidenheid, van oor- 
deel, dat de hooggeleerde schrijver van het bewuste boek, 
.….. en de schrijvers der andere bedoelde boeken geen fout 
hebben begaan, volkomen gelijk hadden en er ook niet op 
behoefden te wijzen, dat de meerbedoelde reeksen verschil- 
lend zijn, omdat dit 0.-i. wel voor een ieder van zelf - 
duidelijk is. Dr. G. J. D. MoUNrerR. 

Utrecht, 14 September 1907. 


Rectificatie. 


Blz. 190 van den vorigen jaargang bevat een fout, van 
mij af komstig. Wat daar, even boven het midden van de 
bladzijde, over de normaal staat moet geschrapt worden. 
De Heer J. 4. van Dijck was zoo beleefd mij op die fout 
te wijzen; ze was echter mij zelven ook al opgevallen. 
Door een figuur te teekenen ziet men direct het foutieve. 

C. A. Crkor. 


PRIJSVRAGEN, 


Door Dr. Paul Wolfskehl is aan de Gesellschaft der 
Wissenschaften te Göttingen een legaat vermaakt van 
100 000 Mark, om uit te keeren aan dengene, die het eerst 
de stelling van Fermat bewijst, dat aan 2” + y” == 2" nooit 
voldaan kan worden door geheele waarden van x,y en 2, 
wanneer n >? is. 


De Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Natu- 
rales de Madrid (Adres: Calle de Valverde 36) schrijft als 
prijsvraag uit, vóór 81 Dec. 1908 te beantwoorden: Be- 
knopte uiteenzetting van de grondbeginselen der Nomo- 
graphie, noodig voor de samenstelling van een stel reken- 
platen , belangrijk uit een theoretisch oogpunt en praktisch 
toetepassen op onderwerpen der wiskundige natuurkunde. 
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le Prijs: diploma, gouden medaille van 60 gram, een 
som van 1500 peseta’s, druk op kosten der Academie, 
100 afdrukken. 

ge Prijs: diploma, gouden medaille, 100 afdrukken. 

se Prijs: diploma. 


VRAAGSTUKKEN. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur vóor 25 October 1908. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne verwacht. 

Verzoeke het papier slechts aan éen kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke niewwe opgave een afzonderlijk 
vel papier te nemen). 


206. Trekt men door twee punten op een parabool de 
voerstralen en de middellijnen, zoo is er een cirkel mogelijk, 
die deze vier lijnen raakt. 

(Men zie vraagstuk n°, 96, blz. 135, 2en jaargang.) 

Zaandam. P. BAKKER. 


207. Op het grondvlak van een halven bol beschrijft 
men een kegel, die den bol nog snijdt volgens een cirkel 
van gegeven grootte. Bepaal de meetkundige plaats van 
den top. 

Camisiuscollege, Nijmegen. H. v. DINTER. 


208. Indien de omhullingskegel van een punt P tot een 
ellipsoïde de assen snijdt in zes punten, die op een bol 
gelegen zijn, vraagt men naar de meetkundige plaats 
van P. H. v. DiNTER. 


209. De waarde van ” te bepalen, waarvoor de asymp- 
totische lijnen van het oppervlak 
zich op het #y vlak als kegelsneden projecteeren. 
H. v. DiINTER. 
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210. Als vier punten (4, C; B, D), die op een bewegen- 
den straal in harmonische ligging blijven, krommen met 
de raaklijnen U, l. b en la doorloopen, 0 het snijpunt van 
den straal met zijn volgenden stand is, » de poollijn van 
0 ten opzichte van den hoek van l, en /, (hoekpunt S), en 
P het snijpunt van p met den straal, dan snijden U, en Za 
de rechte p in twee punten, die met het paar (S, P) 
harmonisch ligeen. 

Eveneens voor het paar B, D. 

Kampen. dee D GRIEND JT. 


211. Te bewijzen, dat in een koordenvierhoek, waarvan 
een zijde middellijn is, en de produkten der overstaande 
zijden gelijk zijn, de loodlijnen uit twee hoekpunten van 
dien vierhoek op die middellijn door de diagonalen in twee 
gelijke deelen verdeeld worden. OD CER EEND 


212. Men trekt in A 4BC de hoogtelijn 4D, en projec- 
teert D op 4B en AC in KH en F. Bewijs, dat als AD de 
verbindingslijn EF in G, en den omgeschreven cirkel van 
A ABC in H snijdt, AD middelevenredig is tusschen AG 
en AH. Jemen CFRIENDeUt: 


As eToonaan-dats 
da m (2a+-b) 


(2 Hb) (2 Ha?  2a3b(ad bf? 
EK) 


(Whittaker, A Course of Modern Analysis). 
Middelburg. Dr. H. v. D. KAMP. 


p2n—1l 
214. Gegeven: B„=4 [es 


te bewijzen: B Es 
e bewijzen: Bo in D TR 


Dr. Evs Deel AMP. 


215. Men beschouwt alle parabolen, die door twee vaste 
punten A en B van een vlak gaan, en dezelfde asrichting 
hebben. Door een punt C van het vlak trekt men een 
sniĳlijn, die AS in P, een der parabolen in R en R', en 
de door A en B gaande middellijnen in @ en Q@’ snijden. 
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alle parabolen. 
Nijvel (België). | Dr. J. ROSE. 


216. Men vraagt de kromme lijnen te bepalen, voor 


welke o = ‚ als ev, N en s&„ achtereenvolgens den 


S, 
kromtestraal, de normaal, en de subnormaal van eenzelfde 
punt voorstellen. 

(Men zie vraagstuk n°. 199, blz. ‚ Zen jaargang.) 


Dr. J. Rose. 


217. Hoe groot is de kans, dat de afstand van twee, 
op het oppervlak van een cirkel liggende punten, kleiner 
zij dan de straal? 

Milltown Park, Dublin. C. Vv. SPAENDONCK. 


218. Is in een driehoek 7, + h, =s, dan is de driehoek 
rechthoekig. 


Leiden. H. G. A. VERKAART. 


219. A. Een cirkel te beschrijven, die een geg. cirkel 
rechthoekig snijdt, een tweeden gegeven cirkel raakt, en 
waarvan het middelpunt op een gegeven lijn ligt. 

B. Een cirkel te beschrijven, die een geg. cirkel in diametrale 
punten srrijdt, een tweeden gegeven cirkel raakt, en waar- 
van het middelpunt op een geg. lijn ligt. 

CG. Een cirkel te beschrijven, die een geg. cirkel raakt, en 
a) twee geg. cirkels rechthoekig snijdt; 6) een geg. cirkel 
rechthoekig, en een anderen geg. cirkel in diametrale punten 
snijdt; c) twee geg. cirkels in diametrale punten snijdt. 

Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


220. I. Een homogene staaf van een lengte 2/ hangt 
horizontaal: aan twee koorden, bevestigd op afstanden b en d 
van zijn midden M. De andere uiteinden der koorden zijn 
vastgemaakt in twee punten, die in één horizontaal vlak 
liggen op afstanden a en c van de verticaal door M. Op 
een afstand x van M laat men een zeer kleine horizontale 
kracht werken | op de staaf. 

Om welk punt zal de staaf draaien. 

De dikte van de staaf, de massa der koorden, hun 
wringing en rekking, zijn te verwaarloozen. | 
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IL. Nadat de staaf op de beschreven wijze gedraaid is, 
houdt de kracht plotseling op te werken. Onder welke 
voorwaarde zal de staaf bij de zoo ontstane slingering om 
één punt te draaien? 

Amsterdam. F, ZERNIKE. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op Vraag 2c, 3en Jaargang blz. 169. 

(Waar vindt ik iets omtrent het leven en werken van 
onze voornaamste vaderlandsche wiskundigen ?) 

De gegevens zijn zeer verspreid. Veel is te vinden in de 
„Bouwstoffen” door Bierens de Haan in de K, A. v. W. 
gepubliceerd; in de redevoering van C. J. Matthes bij het 
honderdjarig bestaan van E. O. A. uitgesproken; in de 
oratie van Korteweg „Het bloeitijdperk der wiskundige 
wetenschappen”. Ook Versluys’ „Geschiedenis der Wiskunde” 
kan genoemd worden, hoewel deze Bartjens in het geheel 
niet noemt. Ook vele artikelen van Bierens de Haan en 
van Vorsterman van Oyen in het-Tijdschrift van Prins 
Boncompagni te Rome doen een flinke hoeveelheid literatuur 
aan de hand. 


Vraag 1/7. Wie heeft het eerst den negenpuntscirkel 
beschreven ? A. v. R., Den Haag. 

Antwoord. In een artikel van Brianchon en Poncelet 
(Annales de Gergonne, 1821) werd het eerst de cirkel 
behandeld, die door de bekende 9 punten gaat. Terquem 
sprak daarna van le cercle des neuf points. Een jaar daarna 
deelde ook Feuerbach [waarschijnlijk onbekend met het 
Fransche artikel} deze eigenschap mede. De Duitschers 
spreken daarom gaarne van den cirkel van Feuerbach; de 
Engelschen ook wel van den medioscribed circle, welke 
naam den cirkel eenvoudig karakteriseert. . 

Vraag 18: Wat is het juiste aantal graankorrels, dat 
men noodig hebben zou om alle vakken van een schaakbord 
te vullen als men op het eerste vak 1, in het tweede 2, 
en het derde 4 enz. plaatsen zou? Ignotus te H. 

Antwoord. Bijna 184 quintillioen nl. 

18 | 446744 | 073709 | 551615. 
Naar de opgave van d’Alembert zou de uitvinder van 
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het schaakspel Sessa berekend hebben dat deze hoeveelheid 
geborgen kon worden in 16384 Steden, elk met 1024 pak- 
huizen, die elk 174762 maten van 82768 korrels bevatten 
konden. Maar dit geeft slechts 

96076 | 425546 | 694656 
korrels, dus een tweehonderdste van het ware bedrag. 


Vraag 19. Op welke wijze zou men den Gregoriaanschen 
almanak nog kunnen verbeteren ? Ignotus te Z. 

Antwoord. Verschillende verbeteringen zijn voor te stellen: 
Een der nauwkeurigste is wel om elk jaar, dat een vier- 
voud is, als schrikkeljaar op te vatten, tenzij het een 128 
voud is. Hierdoor wordt de lengte van een jaar 365 5 — 
565,2421875 dag, wat minder van het ware bedrag 
(365,242255 dag) verschilt dan het tegenwoordig gebruike- 
lijke (565,2425 dag). Q. 


Vraag 20. Nog op het laatst van zijn leven hield 
Multatuli zich bezig (zie Briefwisseling tusschen M. en 
Roorda v. EK. blz. 364) met het vraagstuk: een recht- 
hoekigen driehoek te contrueeren als de deellijnen der scherpe 
hoeken gegeven zijn. „Ik hel over tot de meening, dat het 
niet kan” zegt M. 

Had hij hierin gelijk ? Q. 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de redactie ontvangen) *). 


Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 
N. L. W. A. GRAVELAAR. Leerboek der Rekenkunde, 
2e deel, 3e verbeterde druk. 1907. f 1.25. 
W.H. WISSELINK. Vraagstukken ter oefening in de Alge- 
bra, 2e stukje, 10e verbeterde druk. 1907. f 0.50. . 
— — Antwoorden op idem, le stukje, 6e druk. 1908. f 0.25. 


— — Vraagstukken ter oefening in de meetkunde (voor 
eerstbeginnenden. 2e stukje, 9e vermeerderde druk, 
EO 7e fees | 


*) Van hollandsche leerboeken wordt geen bespreking gegeven. 
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Uitgaven van Gauthier— Villars, Parijs. 


RúÉné BAIRE. Lecons sur les Théories Générales de l’Ana- 
lyse. Tome l: Principes fondamentaux. Variables réelles. 
10078 «frs. 

JEAN MASCART. L’Heure à Paris. 1907. 

Annuaire pour lan 1908, publié par le Bureau des Longi- 
tudes. Avec des notes Scientifiques. frs. 1.50. 


Uitgave van W.J. Thieme & Cie, Zutphen. 


H. A. DERKSEN en G. L. N. H. DE LAIVE. Leerboek 
der vlakke meetkunde. 4e deel. Methoden bij het op- 
lossen van meetkurdige vraagstukken en inleiding tot 
de nieuwere meetkunde. f 1.80. Geb. f_ 2.10. 

Uitgave van A. Versluys, Amsterdam. 


J. VERSLUYS. Leerboek der Rekenkunde, le deel, 12e druk, 


Knal 20: 
— — Vraagstukken over Driehoeksmeting, 3e druk, 
1908. f_ 0.60. 


Uitgave van H. Eisendraht, Amsterdam. 


Dr. J. H. PEEK. La formule o—=re"(?+t® interpretée 
géométriguement dans l'espace de manière à prendre 
la forme d'un quaternion. 1907. 


Uitgave van Hachette & Gie, Paris. 


CARLO BOURLET. Eléments de Géométrie. Géométrie plane, 
Géométrie dans l'espace. Contenant 762 Exercises. ler 
et 2e Cycles, 1908. 2.50 frs. 


Uitgaven van J. B. Wolters, Groningen : 


Dr. A. VAN THYN. Leerboek der Vlakke meetkunde met 
opgaven. 1e deel f 1.25. 

— — Leerboek der Vlakke driehoeksmeting met Vraag: 
stukken. 1907. f 1.25. 

G. J. MICHAELIS. Beknopt Leerboek der Werktuigkunde 
met Vraagstukken ter oefening, 2e druk, 1907. f 1.25. 

L. BĲ DE LEY. Beknopt Leerboek der Rekenkunde. 1907. 
heb: 

W. J. WISSELINK. Leerboek der Mechanica, hoofdzakelijk 
voor de H.B.S. met 5 j. cursus, 1908. geb. f_2 90. 


Uitgaven van W. Versluys, Amsterdam. 


Dr. A. KEMPE, Boldriehoeksmeeting. Tweede, verbeeterde 
druk. 1907. 


156 


Uitgaven van Vincent Loosjes, Haarlem. 
P. J. BOS. Theorie der Rekenkunde, 8e verbeterde druk. 
1907. f 1.40. | 
— — Leerboek der Algebra, Theorie en Opgaven, 2e dl. 


(met meer dan 1600 opgaven). 6e verbeterde druk. 
1908. f 1.25. 


Ook ontving de Redactie: 


J. L. KOK. Eerste Wetenschappelijke Balans van het 
Pensioenfonds voor” Weduwen en Weezen van Amb- 
tenaren in dienst der gemeente Rotterdam. 


Gonares te Rome. 


Op het 4de Internationaal Congres van Mathematici, dat 
te Rome van 6—11 April gehouden wordt, zullen spreken: 
DARBOUX. — [Sujet non encore précisé de Géométrie 

infinitésimale.] 

FORSYTH. — On the present condition of partial diffe- 
rential equations of. the second order, as regards formal 
integration. 

HILBERT. — Die Methode der unendlich vielen unab- 
hängigen Variäbeln. Be 

KLEIN. — Ueber die mathematische Eneyklopädie. 

LORENTZ. — Le partage de l'énergie entre la matière 
pondérable et l'éther. 

MITTAG-LEFFLER. — Sur la représentation arithmétique 
des fonctions analytiques générales d'une variable com- 


plexe. 

NEWCOMB. — La théorie du mouvement de la Lune; 
son progrès et son ètat actuel. 

PICARD. — L'Analyse dans ses rapports avec la Physi- 


que mathématique. 
POINCARE. — [Onderwerp nog niet vastgesteld. 
VERONESE. — La Geometria non archimedea. 
De openingsrede wordt gehouden door - 


VOLTERRA. — De Wiskunde in Italië in de tweede helft 
der 19de eeuw. 


Eeniee opmerkingen over het examen 
Middelbaar Wiskunde K. 


DOOR 


P. J. VAN DEN BOSCH (Leiden). 


De studietijd wordt gemiddeld voor iemand, die een flink 
examen Wiskunde L.O. gedaan heeft, geschat op ongeveer 
twee jaar. Iemand met einddiploma H.B.S. 5-j. c. zal, als 
hij flink aanpakt, het in korter tijd kunnen doen. 

Wat de studieboeken betreft, het is moeilijk hierin af- 
doende raad te geven. De wijze van examineeren is z0o- 
danig (en dit strekt de examencommissie tot eer), dat men 
niet eenige boeken kan opgeven en zeggen: leer die maar 
goed, dan komt ge er zeker. Van den anderen kant echter 
is het aantal boeken, die gebruikt zouden kunnen worden, 
zoo overstelpend groot, dat hierin voorlichting absoluut 
noodig is. Geen mensch toch kan al die boeken koopen of 
zelfs maar leenen. Degene, die leiding bij zijn studie heeft, 
wat voor de meesten zeer zeker gewenscht is, zal van zijn 
docent van zelve opgave der noodige boeken krijgen. Voor 
anderen volgt hier een lijstje, dat, het zij hier nadrukkelijk 
gezegd, volstrekt geen pretenties heeft, welke dan ook. 

A. Algebra en Rekenen. 
Lobatto— Rahusen: „Lessen over Hoogere Algebra”. 
Lieblein—Laska: „Sammlung von Aufgaben aus der 
Algebr. Analysis”. 
Heis: „Vraagstukken over Algebra”. 
Gravelaar: „Leerboek der Rekenkunde met de vraag- 
stukken”. 
B. Meetkunde. 
Molenbroek: „Planimetrie”. 
aan 10 A :__ „Stereometrie”. 
Cikot: „Stereometrische vraagstukken”. 
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C. Analytische Meetkunde. 
Briot et Bouquet: „Géométrie analytique”. 
Siersma: „Verzameling van vraagstukken over ana- 
lytische meetkunde”. 
Salmon: „Conie Sections, of een der bewerkingen in 
het Fransch of Duitsch”. 


D. Beschrijvende Meetkunde. 
v. Pesch Wijdenes: „Beschrijvende meetkunde”. 


E. Driehoeksmeting. 
Versluijs: „Handboek der vlakke driehoeksmeting”. 


5 „Bol-driehoeksmeting”’. 


Er bestaat ook een boekje, waarin de heer v. Breen een 
aantal vraagstukken heeft verzameld, welke sinds overoude 
tijden op dit examen opgegeven zijn. De bijgevoegde ant- 
woorden zijn onvolledig en onvertrouwbaar, terwijl een 
groot aantal vraagstukken 2, 3 of meer keeren voorkomen. 
Niettemin kan dit werkje goede diensten bewijzen, mits 
men er rekening mee houdt, dat de exameneischen en het 
gehalte der vraagstukken in de laatste jaren heel wat ver- 
zwaard zijn. 

a. Algebra. 
Deze vraagstukken kunnen voor een groot deel dienst 
doen bij Lobatto, ter toepassing van de theorie. 


b. Vlakke Meetkunde en Stereometrie. 
Deze vraagstukken hebben niet veel te beteekenen. 


c. Analytische Meetkunde. 
Deze vraagstukken zijn niet onbruikbaar, ofschoon die 
in Siersma mij geschikter toelijken. 


d. Beschrijvende Meetkunde. 
Deze lijken me wel op de hoogte van de tegenwoordige 
eischen. | 
e. Driehoeksmeting. 
Ook deze vraagstukken lijken mij wel geschikt. 

Indien men niet alle vraagstukken van deze verzameling 
wenscht te maken, verdient het natuurlijk aanbeveling 
die der laatste jaren te nemen. 

Eenige verdere opmerkingen bij bovenstaand boekenlijstje 
zijn misschien niet overbodig. 

A. De vraagstukken in Lobatto zijn niet zonder gebre- 
ken. Vele zijn-te moeilijk; de bijgevoegde oplossingen 
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meest te uitgebreid; bovendien komen over sommige onder- 
werpen te weinig vraagstukken voor. Vandaar mijn raad, 
de Algebravraagstukken uit v. Breen’s verzameling bij de 
theorie van Lobatto te gebruiken. Lieblein—Laska geeft 
een rijke sorteering vraagstukken, vooral over reeksen, 
waaruit een verstandige keuze dient gedaan te worden. 
Schlömilch’s Handbuch der Algebraïschen Analysis kan bij 
Lieblein—Laska goede diensten bewijzen. 


B. Bij de Meetkunde valt op te merken, dat vooral de 
zoogenaamde Nieuwere Meetkunde flink onder de oogen 
gezien moet worden. 


C. Voor dengene, die niet met de allereerste beginselen 
der Differentiaal-rekening vertrouwd is, voor zoover die 
hun toepassing vinden bij raakproblemen, is het misschien 
wenschelijk het Iste deel van v. Geer of een ander boek te 
gebruiken, waarin die kwesties zonder afgeleiden behandeld 
worden. Overigens is het leerboek van Briot en Bouquet, 
dat echter niet in zijn gelieel gekend behoeft te worden, 
het boek bij uitnemendheid voor Analytische Meetkunde, 
ook voor KV. Van de vraagstukken bestaan oplossingen 
door Korteweg Wijthoff. De vraagstukken van Siersma, 
die ook niet alle behoeven gemaakt te worden, zijn m.i, 
uitstekend. Het boek van Salmon kan dienen om op enkele 
punten eens een ander licht te doen vallen en voor een- 
zijdigheid te bewaren. 


D. Het boek van v. Pesch-Wijdenes is, ondanks de 
meerendeels minder fraaie figuren, uitstekend. De vraag- 
stukken zijn op de hoogte van de exameneischen. Ook de 
zoogenaamde Oefenbladen van Wijdenes, ofschoon wat 
peuterig. zijn zeer bruikbaar, al zijn ze meer voor klassi- 
kaal gebruik bestemd. Wie ze doorgewerkt heeft, zal op 
’t examen niet licht verlegen zitten. Alleen de in- en om- 
geschreven bollen van het viervlak komen in het leerboek 
van v. Pesch- Wijdenes niet tot hun recht. 


EKE. Het boek van Versluijs over Vlakke driehoeksmeting 
bevat meer dan voldoende. Voor Boldriehoeksmeting is 
me geen geschikt werk bekend. De oude Lobatto—v. Geer 
is nog steeds goed bruikbaar, maar bevat geen vraagstuk- 
ken en evenmin de toepassingen op cosmographie, enz. 
Het is jammer, dat er geen handboek over dit vak bestaat 
in den geest als dat van Versluijs over vlakke driehoeks- 
meting. — 
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Ook valt op te merken, dat het alle aanbeveling verdient 
goede tijdschriften te lezen en de daarin voorkomende 
vraagstukken zoo mogelijk ook op te lossen. Dit verfrischt 
den geest en men krijgt eens wat anders onder de oogen 
dan de steeds terugkeerende zoogenaamde „klassieke” vraag- 
stukken. Onder deze tijdschriften zou ik willen noemen: 

Vuibert, Journal de Mathématiques 
| Éélementaires. 

(Vooral voor Lagere Meetkunde en Algebra). 

Mathesis, onder redactie van Mansion en Neuberg. 

In dit tijdschrift komen behalve de gewone vraagstukken, 
die meest, niet altijd, te moeilijk zijn, ook geregeld voor 
zoogenaamde „Questions d'Examen”, die aan de studeerenden 
voor K!t goede diensten kunnen bewijzen. | 

De lezers van. ’t bovenstaande, dat, ik herhaal het, 
slechts mijn persoonlijke meening en ondervinding bevat, 
behoef ik zeker niet op het Tijdschrift te wijzen, waarin 
dit stuk voorkomt. 

Verslagen van mondelinge examens komen voor in het 
„Supplement op de Vriend der Wiskunde”. Alleen de 
verslagen der laatste jaren hebben nog waarde. 

Ten slotte wil ik er op wijzen, dat leiding bij de studie, 
ofschoon niet steeds absoluut noodzakelijk, toch zeer aan 
te bevelen is, en dat het in de Wiskunde aankomt op het 
doen. Veel vraagstukken en toepassingen maken doet de 
theorie gemakkelijker het eigendom worden van den studee- 
rende. Evenzoo verheldert het teekenen van figuren op 
flinke schaal het inzicht in veel dingen. Zoo in de Analy- 
tische meetkunde: de verschillende constructies voor de 
kegelsneden, b.v. uit brandpunt, richtlijn en excentriciteit, 
uit de poolvergelijking enz; de wederkeerige poolfiguren; 
de figuren bij de theorema’s van Pascal en Brianchon; al 
deze figuren komen zelden in de leerboeken voor. Zoo in 
de Beschrijvende Meetkunde de constructies betrekking 
hebbende op de doorsneden van lichamen met lijnen, 
vlakken en andere lichamen; die, welke betrekking hebben 
op den bol, enz. 

Hiermede, M. de Redacteur, meen ik naar mijn beste 
vermogen aan Uw verlangen voldaan te hebben en verklaar 
mij desgewenscht tot nadere inlichtingen gaarne bereid. 
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Vit de Mheorie der Algebraïsche Vergelijkingen 


DOOR 


K. BES (Tilburg). 


(Vervolg van ble. 126, 4en jaargang). 
HOOFDSTUK VL. 
Twee hoogere-machtsvergelijkingen met twee onbekenden. 


1. Het bepalen der wortelstelsels. 


S 85. De methode, die in hoofdstuk IV heeft gediend 
om de gemeenschappelijke wortelstelsels van twee homogene 
vergelijkingen met twee onbekenden te bepalen, kan ook 
worden toegepast bij de oplossing van twee niet-homogene 
hoogere-machtsvergelijkingen met twee onbekenden. 

De toepassing der methode is in dit geval echter minder 
eenvoudig, omdat men nu, in plaats van met binaire, met 
ternaire vormen te maken heeft. 

Om te voorkomen, dat de vergelijkingen, die men 
beschouwt, met elkaar in strijd zouden zijn, worden zij 
door het invoeren van een homogeniteitsfactor vooraf over- 
gebracht in den homogenen vorm. Zij nemen dan de 
volgende gedaante aan: 


ay AP Hag ry + ag HPL 2 HA UT YI H+ 
ah (genk) 2 = 0, 
2 


by 0 Hbo arty + bg ie db, ary? H.H 
a (et) zr == 0, 
2 


ONE 


waarbij wordt aangenomen, dat » > m is. 


Verder wordt verondersteld, dat de eerste leden der 
vergelijkingen (98) geen binaire of ternaire functie tot ge- 
meenen deeler hebben. In dit geval zegt men, dat de 
vergelijkingen onafhankelijk zijn van elkaar. 

Het is nu te doen om uit de vergelijkingen (98) een 
stelsel vergelijkingen af te leiden, die men als lineaire kan — 
behandelen. Daartoe is het noodig een stelsel vergelijkingen 

Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. El 
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samen te stellen, welke alle van denzelfden graad zijn. De 
laagste graad, dien men hiervoor kiezen kan, is #. 

Men vermenigvuldigt nu de tweede vergelijking (98) 
achtereenvolgens met de opeenvolgende argumenten van 
eene ternaire functie van den graad n— me, d.i. met a”, 
rr PTM zn a BET hierGOOT A VEEKLO SRE 


stelsel van 1 + ie BE 5 ze al homogene vergelijkingen van 


den „den graad met drie onbekenden. Daarna stelt men de 
achtereenvolgende argumenten van de ternaire functie van 
den „den graad door #4, Pa, 93, -- -P nag Voor; 

2 


de vergelijkingen gaan dan over in een stelsel van: 
1 +("— e) A il lineaire homogene vergelijkingen met 
( h 2) onbekenden. 


S 86. Het is evenwel niet noodig en ook niet verkieslijk 
voor den graad der grootheden, die als onbekenden voor- 
komen in het stelsel lineaire vergelijkingen, dat men uit 
de gegeven vergelijkingen afleidt, den laagst mogelijken 
graad te nemen, dien men nemen kan. 

Voert men den graad der onbekenden tot A op, dan 
moet men de eerste vergelijking achtereenvolgens vermenig- 
vuldigen met de opvolgende argumenten van eene ternaire 
functie van den graad k—n en de tweede vergelijking met 
die van eene ternaire functie van den graad k—m. Men ver- 


krijgt dan een stelsel van mel je (Fr kh 


lineaire homogene vergelijkingen met ib Ee 2 | onbekenden. 


Het hangt nu van de waarde van k af of de lineaire 
vergelijkingen, die men op deze wijze verkrijgt, onaf hankelijk 
zijn of niet. 

Neemt men voor k eene waarde grooter dan ” + m — 1, 
dan zijn de komende lineaire vergelijkingen steeds door 
( amd B mè | onafhankelijke lineaire betrekkingen 
verbonden, wier coëfficienten gemakkelijk zijn op te 
stellen, zooals uit het volgende voorbeeld kan blijken. 

Ten einde dit aan te toonen, wordt „n= 2, m=l en 
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k=—=4 genomen. De gegeven vergelijkingen zijn dan de 
volgende: 
Aj PH A LY + 03 HZ H- A4 Y2T- A5 YZ J- Ag 22 == 0. 
bi » + boy + bz 2 ik: 
Zooals gezegd is, vermenigvuldigt men de eerste verge- 
lijking achtereenvolgens met x°, zy, ve, y°, yz, 2°, de tweede 
NI HY, LL ABS Hz, YZ ZS en neemt de 
argumenten van de ternaire functie van den vierden graad 
tot onbekenden aan. Hierdoor verkrijgt men het stelsel 
lineaire homogene vergelijkingen, wier coëfficienten voor- 
gesteld worden door de rijen van den eerstvolgenden 


ENG 


assemblant : 
U, Aa Us O4 Us Ag bj 
Aj A43 Ay A5 Ag bo bi 
Aj Aydg Oy Us Og Ds bi 
O4 A 3 Uy A5 46 bo 
dy do A3 dy A5 dg ba Da 
aj do 03 Uy A5 de Ds 
bi ba b3 — 04 
b, bs b3 } —Ag— 0 gen 
A ANE met |_5,  —a, 100). 
bi ba bs —Q4—0g 
bi ba bs Az A3 —Ag 
b, ba D3 — 6 — Us 
b; Da b3 — 4 
bi bo D3 — 05-04 
b, ba 3 — 6-05 
bi ba 3 — 6 


De rijen van dezen assemblant zijn door drie onafhankelijke 
lineaire betrekkingen verbonden, wier coëfficienten vermeld 
zijn in de kolommen van den onder (100) in de tweede 
plaats vermelden assemblant. Dat deze lineaire betrekkingen 
onafhankelijk zijn, blijkt onmiddellijk bij aanschouwing 
van genoemden assemblant. 

Voor eene willekeurige waarde van k, niet kleiner dan 
n + Mm—2, verkrijgt men op deze wijze een stelsel van 


( kens 4 Er |) so (7 Sr dl En 2) lineaire homogene verge- 


164 


lijkingen met HEE ê) onbekenden , waarvan 


kn 2 en elk Een — nn 
2 2 2 
vergelijkingen onafhankelijk zijn. 


Aan dit stelsel vergelijkingen wordt voldaan door hoogstens 


Ce) „ij nar) we Garn Ab (En 
2 2 2 2 
onafhankelijke wortelstelsels ($ 83). Bij herleiding blijkt 
dit aantal juist mn te zijn. 

Daar nu ieder wortelstelsel der vergelijkingen (98) een 
wortelstelsel voor de beschouwde lineaire vergelijkingen 
oplevert, zoo volgt hieruit de eigenschap: 

Twee onafhankelijke homogene vergelijkingen van de graden 
n en me met drie onbekenden kunnen wiet meer dan mn 
gemeenschappelijke wortelstelsels hebben. 

S 87. leder wortelstelsel der twee gegeven vergelijkingen 
levert een wortelstelsel voor elk der stelsels lineaire ver- 
gelijkingen, die voor de verschillende waarden van k uit 
de gegeven vergelijkingen voortvloeien. 

De vraag is nu, of. omgekeerd uit de stelsels lineaire 
vergelijkingen, die op de beschreven wijze uit de gegeven 
vergelijkingen voortvloeien, ook de gemeenschappelijke 
wortelstelsels der gegeven vergelijkingen kunnen worden 
afgeleid. 

Het antwoord op deze vraag kan bevestigend luiden. 

Daartoe bepaalt men voor ieder dezer stelsels lineaire 
vergelijkingen de eindvergelijkingen van dit stelsel, of 
m.a.w. men elimineert er zooveel onbekenden uit, als 
mogelijk is. 

Neemt men X niet kleiner dan ” + m — 2, dan bevatten 
deze eindvergelijkingen altijd mn + 1 termen, want uit 


k—n + 2 k_—_mt2\ (kn —md2 L 
de ( 0 ) te ( 5 ) ( 5 ) onafhan 
kelijke vergelijkingen van het stelsel kan men (tn 
+ (tte) dente) — 1 onbekenden elimi- 
neeren. Er blijven dus nog 

Gtt) (anale) rt 

2 2 2 2 

+ 1 onbekenden in de eindvergeliĳjkingen over. Dit aantal 
is nu juist mn + Ì. 
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Met het oog hierop, kieze men voor k zulk eene groote 
waarde, dat in de ternaire functie, die men verkrijgt, 
minstens mn + 1 argumenten voorkomen, die slechts uit 
twee onbekenden zijn samengesteld. 

Op deze wijze kan men eene vergelijking verkrijgen, die 
slechts twee der drie onbekenden bevat. 

De kleinste waarde van 4, die men hiervoor nemen kan, 
is mn, want een binaire vorm van dezen graad bevat 
mn + 1 termen. 

Voor deze waarde van k verkrijgt men vok de eenvou- 
digste uitkomsten. | 

De aldus verkregen homogene vergelijkingen met twee 
onbekenden heeft men de eindvergelijkingen genoemd, welke 
uit de twee gegeven homogene vergelijkingen met drie 
onbekenden voortvloeien. 

leder wortelstelsel der vergelijkingen (98) voldoet ook 
aan de eindvergelijkingen, en omgekeerd, ieder stelsel 
waarden, dat voldoet aan de drie eindvergelijkingen, die 
uit de vergelijkingen (98) worden afgeleid, voldoet ook aan 
die vergelijkingen zelf. 

S 88. Ter toepassing wordt het geval genomen, waarin 
n —= 2 en m==Z is. De gegeven vergelijkingen zijn dan: 

451 a? H- 00 LY + A3 vz J Uy ye H- as ye J ag 22 == 0, ) (LOL) 

bj 42 Hbo vy A ba we Hb, y? + bs ye + bg 2=0. $ 

Men neemt nu k —= 4. Het stelsel lineaire vergelijkin- 
gen, dat voor deze waarde van k uit de gegeven verge- 
lijkingen voortvloeit, kan worden voorgesteld door de rijen 
van den eerstvolgenden assemblant: 


Aj Ag A3 Uy Us Ag b, 
dj Agdz Ay A5 Ag bo 
Aj Uodz Ay h5 Ao b3 
d4 da d3 A4 A5 ba 
4 ds A3 dy A5 de b5 
SD Mk: Bada. Vernee KALE ertoe 
b, ba b3 ba bs be —d, 
bj _bab3 ba bs be —0g 
b, ba bg ba bs be —d3 
b, bs b3 b4 bs be — 04 
b, bs b3 b4 bs be — 05 
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De rijen van dezen assemblant zijn verbonden door eene 
lineaire betrekking, wier coëfficiënten vermeld zijn in de 
eenige kolom van den onder (102) in de tweede plaats ver- 
melden assemblant. 

Hieruit vloeien de drie volgende eindvergelijkingen voort, 
waarin de symbolen de bekende beteekenis hebben: 


4 A1 d AAI de AAI 22 
Aroasans 9 Eis Als s dat Arinanans 9°2 zi 
4 A1 123 JAAT Aen 
ae Ar1121315 ye 4e Ä 1 1o13u 2 0, 


EAI an SA Teno 12 — SAle10us iz 5 

an TA Laos laden Aise old 
Maar xe ie “Alam Ly — AA Wer 

pan Aaa ys + SA roan {rd 


S 89. De coëfficienten van deze drie vergelijkingen zijn, 
zooals ze geschreven staan, van den elfden graad. Ze zijn 
alle deelbaar door b,, den supplementairen determinant uit 
den tweeden assemblant (102). 

De coëfficienten van iedere eindvergelijking afzonderlijk 
‘hebben evenwel nog een anderen gemeenen deeler. Ten 
einde deze deelers voor de coöfficienten der drie eindverge- 
lijkingen op te kunnen stellen, is het noodig eerst de stel- 
sels lineaire vergelijkingen op te maken, welke uit de 
gegeven vergelijkingen voortvloeien voor kleinere waarden 
van £ dan mn, dus in het behandelde voorbeeld voor 
ketonen 

Deze zijn bevat in de rijen van de volgende assemblanten : 


(103). 


U dg 43 Ay A5 Ag 
Aj A9d3 A4 A5 Ap 
Aj * 0343 Uy ds de 


bi ba bs ba bs be Gea 
DUNE 
EBER AD 
Ay Ag dz Ay ds de (105) 


bi bebe tabe bs 


waarvan de rijen onafhankelijk zijn van elkaar. 
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De coëfficienten der eerste vergelijking (103) zijn, behalve 
door b,, nog deelbaar door SA, sp; die der tweede, be- 
halve door b,, nog door Bern die der derde, behalve 
door bj, door SA „4 


Het bewijs van deze eigenschap (hoe belangrijk ook!) 
moet, om niet te uitvoerig te worden, aan het onderzoek 
van den belangstellenden lezer worden overgelaten. 

Na uitvoering der aangewezen deelingen, verkrijgt men 
voor de coëfficienten der vergelijkingen (103) vormen van 
den vierden graad. 

Waren de gegeven vergelijkingen van de graden » en m, 
dan zou men hiervoor vinden vormen van den graad 


Wer) zb (mmm?) Fr rn 


a id ed dt 1) 1e Ke ro sl ii) Hu 


etn IND (106) 
Bij de afleiding hiervan moet in het oog worden ge- 
houden, dat in het algemeen de rijen van den assemblant, 
dien men voor k —= mn — 1 verkrijgt, verbonden zijn door 
en Ee Lolke 
2 
blijkt, dat de vorm (106) gelijk is aan m + n. 

Uit het voorgaande vloeit nu de volgende eigenschap 
voort: 

De eindvergelijkingen behoorende tot een stelsel van twee 
onafhankelijke homogene vergelijkingen van de graden n en 
am met drie onbekenden zijn van den graad man en Iunne 
coëfficienten laten zich herleiden tot vormen van den graad 
m + n. 

8 90. Behalve de eindvergelijkingen kan men uit de ver- 
schillende assemblanten, behoorende bij twee homogene 
vergelijkingen met drie onbekenden, nog verscheidene 
andere vergelijkingen, zoogenaamde resulteerende vergelijkin- 
gen, afleiden. 

Neemt men voor k eene waarde, die niet kleiner is dan 
mn — 2, dan bevatten de resulteerende vergelijkingen, 
behoudens bijzondere gevallen, steeds mn + 1 termen. 

Onder deze vergelijkingen bekleeden eene belangrijke 


ineaire betrekkingen. Bij herleiding 
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plaats diegene, waarin mn termen voorkomen, wier argu- 
menten gevormd worden door twee bepaalde onbekenden, 
terwijl de overblijvende term de derde onbekende bevat in 
de eerste macht. Deze zijn bijzonder geschikt om de derde 
onbekende te bepalen, als de waarden der andere onbeken- 
den uit een der eindvergelijkingen bepaald zijn. 

Ter toelichting van het gezegde worden enkele voorbeel- 
den van resulteerende vergelijkingen gegeven. 

Zoo verkrijgt men bijv. uit den assemblant (102) de 
resulteerende vergelijkingen: 


EL 3 AAL 3 LUN! 2,2 
A o13,1415 de un A io181416 ya el Alonamais ye ai 
AAI DP8 AAT 4088 
ar A Tone131s ya ls Ajo12,18,14 4E 0, 
REAL 3 AAL Es WN BD 
Abs 14ls % il En A51418 12 A5 61415 4 el ie 
AAI 3 AAI 4e 
Fr Ares YT Anssi mk 
uit den assemblant (104): 
3 ger 3 3 2 3 2 
Ä8,010 He ar Á68,9,10 y An Á67,010 Á zie As7810 ye PE 
+ ÎAenso 2 = 0, 
eN) 2 3 3 2 3 2 
Ä58,0,10 1e AE Á 380,10 Ake ze Saro 5 ed di Ás 6810 ya at 
3 Saen 
ik Ág580 Ot 0, 
en uit den assemblant (105): 
2 2 2 2 2 | 
Ä 345,6 dl zie, A9 45,6 Add en An s5e y He An s46 ya JE 
ar ZAnsu5 er 
mt. 2 2 , 2 2 2 
As456 % ri Ä 456 He IE Asse y ar Ai s4e ye + 
2 Aged 
J Arsas Zn 0. 

Het is wel duidelijk, dat men ook voor waarden van k 
grooter dan mx dergelijke resulteerende vergelijkingen kan 
opstellen. 

S 91. In S 86 is reeds aangetoond, dat twee onafhanke- 
lijke homogene vergelijkingen van de graden n en m met 
drie onbekenden niet meer dan mn gemeenschappelijke 
wortelstelsels kunnen hebben. 

De vraag is nu, hebben twee zulke vergelijkingen, wier 


coëfficienten tot het algemeene gebied der algebraïsche 
getallen behooren, onder alle omstandigheden mn gemeen- 
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schappelijke wortelstelsels, die mede tot dit getallengebied 
behooren. 

_ Om deze vraag te beantwoorden, is het van belang de 
vergelijkingen op te stellen, waaruit men de gemeenschap- 
pelijke wortelstelsels berekenen kan. Daartoe heeft men 
niet alle resulteerende vergelijkingen noodig, maar is het 
voldoende voor elke waarde van k, te beginnen bij mn en 
zoo afdalende telkens met een eenheid, slechts enkele dier 
vergelijkingen op te stellen, en wel bij voorkeur die, 
welke gevormd worden door de laatste termen van de 
ternaire functie, die op de aangenomen waarde van Kk 
betrekking heeft. 

Voor k == mn verkrijgt men de eindvergelijking tusschen 
y en 2, bestaande uit mn —J- 1 termen. 

Voor k == mn — 1, eene resulteerende vergelijking, waar- 
van mn termen gevormd worden door y en z alleen, terwijl 
in den overigen term « voorkomt in de eerste macht. 

Voor k = mn — 2, eene resulteerende vergelijking, 
waarin twee termen x bevatten in de eerste macht, ter- 
wijl de mn 1l overige termen gevormd worden door y 
en z alleen, enz. 

De eerste vergelijking levert mn wortelstelsels voor 4 
en 2, waaronder ook gelijke wortelstelsels kunnen voor- 
komen. 

Is de coëfficient van « in de tweede vergelijking niet 
gelijk aan nul, dan levert deze vergelijking bij ieder wortel- 
stelsel der eerste vergelijking slechts één waarde voor x, 
zoodat de gegeven vergelijkingen in dit geval mn wortel- 
stelsels toelaten, waaronder ook gelijke kunnen voor- 
komen. 

Is echter de coëfficient van x in de tweede vergelijking 
gelijk aan nul, dan blijkt daaruit, dat de eindvergelijking 
tusschen y en # gelijke wortelstelsels heeft, die niet beant- 
woorden aan eenzelfde waarde van x. 

Zijn in dit geval in de derde vergelijking de coëfficienten 
van de termen, die # bevatten, niet beide gelijk aan nul, 
dan heeft de eindvergelijking tusschen y en z slechts één 
paar gelijke wortels, die niet beantwoorden aan dezelfde 
waarde van x. De tweede en de derde vergelijking zijn nu 
deelbaar door den tweeterm, die als coëfficient van x voor- 
komt in de derde vergelijking. 

Deelt men de tweede en derde vergelijking door dien 
tweeterm, dan verkrijgt men twee vergelijkingen, waaruit 
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mn — 2 gemeenschappelijke wortelstelsels voortvloeien. 
Verder verkrijgt men, door bedoelden tweeterm gelijk aan 
nul te stellen, eene homogene vergelijking tusschen y en 
2 van den eersten graad, welke in verband met eene 
resulteerende vergelijking, die, behalve een term met x, 
ook een term met x2 bevat, nog twee wortelstelsels ople- 
vert, zoodat men op deze wijze in het geheel mn gemeen- 
schappelijke wortelstelsels voor de gegeven vergelijkingen 
verkrijgt. 

Hierna moet men het geval beschouwen, dat in de derde 
vergelijking de coöfficienten van de termen met « beide 
gelijk aan nul zijn. 

Ook in dit geval, evenals in alle overige gevallen, die 
mogelijk zijn, komt men tot hetzelfde resultaat. Steeds 
vindt men voor de gegeven vergelijkingen mn gemeen- 
schappelijke wortelstelsels. 

Hieruit vloeit de eigenschap voort: 

Twee onafhankelijke homogene vergelijkingen van de graden 
n en Mm met drie onbekenden hebben in het geheel mn 
gemeenschappelijke wortelstelsels, waaronder ook gelijke kunnen 
voorkomen. 

S 92. Ter toepassing van het verhandelde in de vorige 
paragraaf worden de twee vergelijkingen (101) genomen, 
welke reeds vroeger tot voorbeeld gediend hebben: 


A NLH Ap Uy H+ A3 WZH A4 YP H- 05 YZ + AG 22 =0, 
bj m2 Hbo ay + bz wa + Day? + bs ye J bg =0, 


De resulteerende vergelijkingen, die tot het bepalen der 
wortelstelsels dienen, zijn in dit voorbeeld: 


“Along ss lans SA 13,1415 gez SAT 121415 Vin 
Ar “Ain 121315 ye + Aios 20, 
SA 8,9,10 ian SA 010 ar SA ero ye 
ap SA oez0 ye + SA nao gil. 
2456 DY + ZA 456 ue + ZA ee 
a ZA 546 ye + ZA sas am! 


waarin de symbolen de bekende beteekenis hebben. 


Is SArso1o miet gelijk aan nul, dan leveren de twee 


… (O1). 


NAE 
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eerste vergelĳĳkingen de vier wortelstelsels. Is EA ek 
terwijl ZA, ‚sc en 2A,,5, miet beide gelijk aan nul zijn, dan 
leveren de vergelijkingen: 
En ye ae Rn y ed a Ea 6,7,8,10 ye ij Ane 23 eg | 
} 2 Tt, 
3 Bi it … (108) 
iik ZA 35, ud AAosdt ye + ZA 0345 2 Bor, | 
Ee | zi Ei: 3 f 
twee wortelstelsels en de vergelijking 
ED eeh (109) 
met een der gegeven vergelijkingen de twee andere. 
Is ZA 45e =O en 2A,45s =O, dan levert de vergelijking: 
ete an GATE Mete gere ON lt UL 10) 


met een der gegeven vergelijkingen de vier wortelstelsels. 
2. Afhankelijkheid van twee hoogere-machtsvergelijkingen. 


$S 93. Reeds in $ 86 is gebleken, dat de rijen van de 
assemblanten, die uit de vergelijkingen (98) voortvloeien 
voor waarden van k>n + m— 1, door Cesena 
onafhankelijke lineaire betrekkingen verbonden zijn. Hieruit 
volgt, dat alle determinanten der hoogste orde, die in deze 
assemblanten bevat zijn, gelijk aan nul zijn. 

Het bijzondere geval kan zich voordoen, dat zulks reeds 
voor k=nd-m—l of voor nog kleinere waarden van 
het geval is. 

Zijn alle determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant, dien men voor k = n + m — 1 verkrijgt, 
gelijk aan nul, terwijl zulks niet het geval is met alle 
determinanten der hoogste orde bevat in den assemblant, 
dien men voor k = » + m — 2 verkrijgt, zoo hebben de 
eerste leden der gegeven vergelijkingen een gemeenen deeler 
van den eersten graad. 

Zijn alle determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant, dien men verkrijgt voor k=n + m— 82, 
gelijk aan nul, terwijl zulks niet het geval is met alle 
determinanten der hoogste orde, bevat in den assemblant, 
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dien men verkrijgt voor k=nJ m—3, dan hebben de 
eerste leden der vergelijkingen (98) een gemeenen deeler van 
den tweeden graad; enz. | 

Men zegt, dat in deze gevallen de vergelijkingen (98) 
afhankelijk zijn. 

De voorgaande theorie verschaft het middel genoemde 
gemeene deelers te bepalen. 

Daartoe bepale men de coëfficienten der lineaire betrek- 
king, die bestaat tusschen de rijen van den assemblant, 
wiens determinanten der hoogste orde nul worden, voor 
de kleinste waarde van k, waarvoor zulks het geval is. 

Past men deze lineaire betrekking toe op de vergelijkin- 
gen, die door de rijen van genoemden assemblant worden 
voorgesteld, dan verkrijgt men daardoor eene identieke 
vergelijking, die de betrekking van afhankelijkheid. voorstelt, 
welke tusschen de gegeven vergelijkingen bestaat. 

Tot voorbeeld worden weder genomen de vergelijkin- 
gen (101). 

In het geval, dat alle determinanten der hoogste orde 
bevat in den assemblant (104) gelijk aan nul zijn, zijn de 
rijen van dezen assemblant door een of meer lineaire be- 
trekkingen verbonden. Stelt men, als dit aantal slechts 
één bedraagt, de coëfficienten dezer lineaire betrekking 
voor door 84. 89, 83, S4» $5, Sg) dan worden deze met inacht- 
neming van het teeken + of —, dat aan iederen deter- 
minant toekomt, bepaald door de determinanten der hoogste 
orde bevat in vijf willekeurige kolommen van den assem- 
blant (104). Neemt men hiervoor de vijf eerste kolommen, 
dan verkrijgt men ter bepaling van genoemde coëfficienten 
de gelijkheid : 


EA P2 ON NGE MAD UO CE Pekel B 
3A1 Ames 15 A2 mai AS nd An 
att À 6,7,8,9,10 Aare A Sneu ' 
S S 
REK BEE Een’ Ed . e e e e (111). 
Af7,8,0,10 En 6,7,8,9,10 


Stelt men vervolgens de eerste leden der vergelijkingen 
(101) kortweg voor door p en w,‚ dan verkrijgt men, door 
toepassing van vermelde lineaire betrekking op de verge- 
lijkingen, voorgesteld door de rijen van assemblant (104), 
de identiteit : 


(sx + Soy +832) pH (S4U + S5Y H- 562) W == 0... (112) 
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Deze geeft te kennen, dat bij ontwikkeling naar de ver- 
schillende argumenten van een ternairen vorm van den 
derden graad alle coëfficienten gelijk aan nul worden, 
welke coëfficienten juist zijn de determinanten der hoogste 
orde bevat in assemblant (104). 

Uit (112) volgt, dat p deelbaar is door sx + s5y J- sz 
en w door sx + 83Y +832. Voert men deze deelingen uit, 
dan verkrijgt men in beide gevallen tot quotient den fac- 
tor, dien de vormen p en w in dit geval gemeen hebben. 

De identieke vergelijking (112) stelt de betrekking van 
afhankelijkheid voor, die tusschen de vergelijkingen (101) 
bestaat. 

Zijn alle determinanten bevat in den assemblant (105) 
gelijk aan nul, dan stellen de vergelijkingen (101) blijk- 
baar dezelfde vergelijking voor. Hunne betrekking van af- 
hankelijkheid wordt in dit geval uitgedrukt door: 


BNI ORE en nst aire Vein iej tte (113): 


3. Afhankelijkheid der Wortelstelsels, die aan twee onaf- 
hankelijke homogene Vergelijkingen met drie 
Onbekenden voldoen. 


S 94. In S 91 is aangetoond, dat twee onafhankelijke 
homogene vergelijkingen van de graden ” en mm met drie 
onbekenden in het geheel mn gemeenschappelijke wortel- 
stelsels hebben. 

De vraag moet nu nog beantwoord worden of deze 
wortelstelsels wel onafhankelijk zijn van elkaar of dat 
soms een of meer dezer wortelstelsels door de overige 
bepaald zijn. 

leder gemeenschappelijk wortelstelsel der vergelijkingen 
(98) levert een wortelstelsel voor elk der stelsels lineaire 
vergelijkingen, die er voor de verschillende waarden van 
k uit voortvloeien. Neemt men nu voor Kk de kleinst 
mogelijke waarde, namelijk », dan verkrijgt men een stel- 


sel van 1 + ee Á in 2) onafhankelijke lineaire homo- 


gene vergelijkingen met ( In À onbekenden. 


Aan deze vergelijkingen wordt in het geheel voldaan door: 
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(” Je | phat ie a Á an 4 onafhankelijke wortel- 


stelsels. Dit aantal blijkt bij herleiding gelijk te zijn aan: 
MN — (2 PN Ì ). zoodat de vergelijkingen (98) niet meer dan 


MN — Ge 5 ! ) onafhankelijke wortelstelsels hebben kunnen. 
Hieruit volgt de eigenschap: 
De mn gemeenschappelijke wortelstelsels van twee onaf han- 


kelijke homogene vergelijkingen van de graden n en m met 
drie onbekenden zijn, als n B m en Mm > 2 is, niet alle 


onafhankelijk van elkaar, maar 1 EE Á) dezer wortelstel- 


sels zijn door de overige bepaald. 

S 95. Ten gevolge van het in de vorige paragraaf ver- 
kregen belangrijke resultaat. ontstaat het verlangen de be- 
trekkingen te leeren kennen, welke bestaan tusschen de 
mn wortelstelsels, die aan twee onafhankelijke homogene 
vergelijkingen van de graden n en m met drie onbekenden 
voldoen. 


Daartoe plaatst men op eene rij de kann argumen- 


ten van eene ternaire functie van den „-den graad en daar- 


onder mn — 7 a kj) rijen, die uit de eerste ontstaan, 
wanneer men daarin de veranderlijken vervangt door de 
overeenkomstige elementen van mn — ( "® 2 ! onaf han- 


kelijke wortelstelsels der gegeven vergelijkingen. 

Van den assemblant, die hierdoor gevormd wordt, stelt 
men de determinanten der hoogste orde gelijk aan nul. 
Aan iedere vergelijking, die men hierdoor verkrijgt, wordt 
voldaan door al de gemeenschappelijke wortelstelsels der 
gegeven vergelijkingen. Dit volgt onmiddellijk uit het voor- 
gaande in verband met $ 41, hoofdstuk II, verg. (24). 

Op het oog is direct te zien, dat aan deze vergelijkin- 


gen voldaan wordt door de mn — (2 5 i) als onafhan- 


kelijk aangenomen wortelstelsels. 
Men kan nu zeggen, dat ieder der aldus verkregen ver- 
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gelijkingen eene betrekking uitdrukt, welke bestaat tus- 
schen een bepaald wortelstelsel der gegeven vergelijkingen 
m —Ì 


5 als onafhankelijk aangenomen 


en de MN — 


wortelstelsels. 
S 96. Is m —= n, dan is het aantal der aldus verkregen 


betrekkingen ä En gl) Hieruit kunnen er twee naar wille- 


keur gekozen worden, ten einde een der afhankelijke wor- 
m — Ì 


9 als 


telstelsels uit te drukken in de mn — 


onafhankelijk aangenomen wortelstelsels. 
Is m << n, dan is het aantal der op de beschreven 


E 


wijze verkregen betrekkingen (rn +2) 


Hieronder bevinden zich een aantal van be de DE nn X 


je + e) sk 4 + 2) 
à ; 2}, die zich laten herleiden tot ver- 
(ge — m + 2 
2) , 
gelijkingen van den m-4er graad. Men verkrijgt een verge- 
lijking van deze soort door uit den in de vorige paragraaf 
vermelden assemblant een zoodanigen determinant te nemen, 


die ( zb EN 2 | kolommen bevat, wier overeenkomstige ele- 


menten zich verhouden als de opvolgende argumenten van 
eene ternaire functie van den m-den graad. Bedoelde 


Ke) kolommen zijn n.l. door eene lineaire betrek: 


king verbonden, wier coëfficienten worden voorgesteld door 
de coëfficienten van de gegeven vergelijking van den 
(eens oraad. 

In het geval dat m-<<{n is, moet men uit de bedoelde be- 
trekkingen er een nemen van iedere soort, dus een van 
den „-den en een van den m-ien graad. Verder is het uit 
het aangevoerde duidelijk, dat, zal een der afhankelijke 
ml 

2 
genomen wortelstelsels kunnen worden uitgedrukt, deze 
laatste alle verschillend moeten zijn. > 


wortelstelsels in de mn — als onafhankelijk aan- 
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De twee bedoelde betrekkingen vormen twee homogene 
vergelijkingen van de graden „ en m met drie onbekenden, 


wier coëfficienten functiën zijn van de mn — | ®%” 2 lj 


als onafhankelijk aangenomen wortelstelsels der gegeven 
vergelijkingen. 

Men leidt nu uit de twee gekozen vergelijkingen de eind- 
vergelijking af tusschen twee der onbekenden. Hierdoor 
komt men tot eene hoogere-machtsvergelijking van den 


manden graad, waarvan alle wortels op (i a ge) na be- 


kend zijn, terwijl ook de coëfficienten functiën zijn van 
deze wortels alleen. 


Hierna is het niet moeilijk meer de Ws Br ki afhanke- 


lijke wortelstelsels der gegeven vergelijkingen in de overige 
wortelstelsels uit te drukken. _— 

Het medegedeelde over dit onderwerp moge voor den 
belangstellenden lezer voldoende zijn. 

De uitwerking van een voorbeeld, waarbij de geschetste 
bijzonderheden zich alle voordoen en waarvoor men dus 
minstens zou moeten nemen mm —= 4, n = 5, vereischt 
meer plaats dan met het oog op den aard van dit tijd- 
schrift daarvoor kan worden toegestaan. Voor meerdere 
bijzonderheden wordt verwezen naar „Les systèmes de 
racines” (Verhandelingen der Koninklijke Akademie van 
Wetenschappen te Amsterdam, deel VIII, n°. 2). 


4, Wortelstelsels, waarvan een of twee elementen 
gelijk aan nul zijn. 


S 97. Wanneer twee gegeven onafhankelijke homogene 
vergelijkingen van de graden # en m met drie onbe- 
kenden een of meer wortelstelsels toelaten, waarvan een 
der elementen de waarde nul heeft, blijven de in de eerste 
afdeeling van dit hoofdstuk verkregen resultaten in hoofd- 
zaak onveranderd. Onder de determinanten der hoogste 
orde bevat in de assemblanten, die voor de verschillende 
waarden van A uit de coëfficienten gevormd kunnen wor- 
den, zijn er in dit geval eenige, die de waarde nul hebben. 
Het gevolg hiervan is, dat in de eindvergelijkingen en in 
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de overige resulteerende vergelijkingen sommige termen 
ontbreken. 

Bestaat er bijvoorbeeld voor de gegeven vergelijkingen 
een wortelstelsel # —= 44, 4 — 41) 2 — 0, waarbij xr, en 
y, van nul verschillen, dan bevat de eindvergelijking 
tusschen «x en z en die tusschen y en z den factor 
2 zooveelmaal, als er wortelstelsels bestaan, waarvoor 
0) 18. 

Ter toepassing worden de vergelijkingen (101) genomen. 
Het aanwezig zijn van een wortelstelsel, waarvoor 2 —= 0 
is, vordert fAsoigiuis = O en SAesoio =S Q, zoodat dan de 
twee eerste vergelijkingen (107) slechts uit vier termen 
bestaan. 

Stelt men in de gegeven vergelijkingen de onbekende, 
die de waarde nul kan hebben, gelijk aan nul, dan gaan 
deze vergelijkingen over in twee homogene vergelijkingen 
met twee onbekenden, welke een gemeenschappelijk wortel- 
stelsel hebben. Hieruit vloeit voort, dat de resultant dezer 
vergelijkingen nul moet zijn, en verder wordt voor het 
bestaan van meerdere dergelijke wortelstelsels vereischt, 
dat de voorwaarden vermeld in hoofdstuk IV, S$ 73 en 
S 74, vervuld zijn. 

De eindvergelijking tusschen « en y moet in het be- 
schouwde geval den factor zy, — yx, bevatten, en wel 
zooveelmaal als # = %, 4 —= 4, #2 —= 0 als wortelstelsel 
voor de gegeven vergelijkingen optreedt. 

De vergelijkingen: 

LS — YS + 222 = 0, 
yi dye =0, 
kunnen als voorbeeld dienen. Deze hebben het wortelstelsel 
na will 2e 0 senmaal. 

De eindvergelijkingen, die uit deze vergelijkingen voort- 
vloeien, zijn de volgende: 


zi 3yb—4ytzd-3ys yell =0, | 


(114) 


28ste 10322228 JS vett 

ale zo Hea 0, 

eo) [dt — PP Het eN 
— 0, 

waarvan de twee eerste deelbaar zijn door z, de laatste 


door # — y,‚ in overeenstemming met de theorie. 
Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 12 


(115) 
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S 98. Bijzonder belangrijk is het geval, waarin de gege- 
ven vergelijkingen wortelstelsels bezitten, waarvan twee 
elementen nullen zijn. 

Deze wortelstelsels behooren eigenlijk tot de soort van 
wortelstelsels, die reeds in $ 91 en $ 92 besproken zijn, 
waar verschillende waarden van een der onbekenden be- 
hooren bij bepaalde waarden van de twee andere onbe- 
kenden. 

Hebben de gegeven vergelijkingen een wortelstelsel, 
waarvan twee elementen de waarde nul hebben, dan 
moeten in beide vergelijkingen de termen ontbreken, welke 
de hoogste macht der derde onbekende bevatten. De assem- 
blanten, die voor de verschillende waarden van k uit de 
coëfficienten gevormd kunnen worden, hebben in dit geval 
een kolom, die geheel uit nullen bestaat. Alle determinan- 
ten, die deze kolom bezitten, hebben de waarde nul. Het 
gevolg hiervan is, dat alle coëfficienten der eindvergelijking 
tusschen de twee onbekenden, die de waarde nul kunnen 
hebben, insgelijks nul worden. Hierdoor houdt deze ver- 
gelijking eigenlijk op te bestaan. Dit geldt ook voor meerdere 
resulteerende vergelijkingen, terwijl de resulteerende ver- 
gelijkingen, wier termen niet alle nul worden, minstens 
één term minder hebben dan in het algemeene geval. 

In plaats van de eigenlijke eindvergelijking tusschen de 
twee bedoelde onbekenden bestaat er nu tusschen deze 
onbekenden eene vergelijking, wier graad één eenheid lager 
is dan die der eigenlijke eindvergelijking. 

Hebben de gegeven vergelijkingen meer dan eenmaal een 
wortelstelsel, waarvan twee bepaalde elementen nullen zijn, 
dan bestaat er tusschen de onbekenden, waarop deze ele- 
menten betrekking hebben, eene vergelijking, waarvan de 
graad zooveel eenheden lager is dan de graad van de 
eigenlijke eindvergelijking als dit aantal bedraagt, terwijl 
de resulteerende vergelijkingen minstens evenveel termen 
verliezen. 

Hebben de twee gegeven vergelijkingen t wortelstelsels, 
waarvan dezelfde twee elementen nullen zijn, dan bestaat 
er dus tusschen de onbekenden, waarop bedoelde elemen- 
ten betrekking hebben, eene vergelijking van den mn—{-den 
graad. 

Dit verschijnsel staat bekend onder den naam van Zet 
dalen van den graad der eindvergelijking. | 

De resulteerende vergelijkingen hebben in het beschouwde 
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geval hoogstens mn —J- 1 — f termen. De eindvergelijkin- 
gen tusschen de derde onbekende en een der eerst be- 
schouwde onbekenden hebben deze laatste onbekende t 
maal tot factor. 

Bestaat er bijv. voor de vergelijkingen (101) éen wortel-- 
stelsel # —= will, y# = 0, # == 0, dan moet men hebben 
ay — O0 en b, =o0. De eerste kolom van alle assemblanten, 
die voor de verschillende waarden van k uit deze verge- 
lijkingen voortvloeien, bestaat nu geheel uit nullen. De 
coëfficienten van alle vergelijkingen (107) worden in dit 
geval gelijk aan nul, zoodat deze vergelijkingen ophouden 
te bestaan. De resulteerende vergelijkingen, wier coëfficien- 
ten niet alle nul worden, bestaan in dit geval uit vier 
termen. Hieronder bevinden zich de vergelijkingen: 


5 sens 3 4 2 o2 
A osad 9 sh Antas ya an GOTE ye LI 
4 ‚jha 
FSA nors #2° 0, 
4 | 4 22 4 123 
Arnsaans U 2 + “Argon UP2° + SA onw UV + 
4 een 
+ SA pons 2 — 0, 


5) ö ö 2 ö 2 

Airss ye zE Ässo 5 Ei Ä 6,79 ya me: 
Ade) ee | 
ze Arons 2 Ra 0, 


. (116), 


waarvan de laatste als de eindvergelijking tusschen y en z 
kan worden aangemerkt. 

Het hier besproken verschijnsel van het dalen van den 
graad der eindvergelijking doet zich ook voor, wanneer de 
gegeven vergelijkingen wortelstelsels toelaten, waar ver- 
schillende waarden van een der onbekenden behooren bij 
bepaalde waarden van de twee andere onbekenden, zonder 
dat die onbekenden gelijk aan nul behoeven te zijn. Dit 
geval is reeds in $ 91 en 8 92 besproken. 

Beide omstandigheden kunnen zich ook te gelijk voordoen. 

Verder kan het gebeuren, dat de twee vergelijkingen 
verschillende wortelstelsels hebben, waarvan twee elemen- 
ten nullen zijn. In dit geval wordt wel voor elk wortel- 
stelsel het aantal termen der resulteerende vergelijkingen 
met één verminderd, maar de graad van iedere eindverge- 
lijking wordt slechts zooveel eenheden verlaagd als er 
wortelstelsels zijn, waarvan de twee elementen nullen zijn, 
welke betrekking hebben op de onbekenden, die in die 
eindvergelijking voorkomen. 
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S 99. Het verhandelde in de vorige paragraaf wordt nu 
door de volgende voorbeelden toegelicht. 


L. De twee vergelijkingen 


vadan Krddnt Bh 17) 
U ae en 
hebben het wortelstelsel # = o, y = 0, 2 = will. vier- 


maal. De eindvergelijkingen zijn in dit voorbeeld: 

yelyd + 3ytz J 3y3e2 — 3y223 — 12 yet —I23f—=0, 

zá| 5 —6 vig J- 12 0322 — 9 1222 6 zet — 92öl —= 0, + (118), 
TY 2 YS YS =0, 


waarvan de laatste van den vijfden graad is, terwijl de 
twee eerste achtereenvolgens deelbaar zijn door y* en x#, 
in overeenstemming met de behandelde theorie. 


IL. De vergelijkingen: 
HEY TPE AYE TO 
Dey bowed bg ye = 0, 
hebben elk der wortelstelsels: 


DATACENTER 
DE NOR e= A LRE 
3. x= will, y=0,8=—=0, 


eenmaal. De eindvergelijkingen zijn van den derden graad, 
maar ze bestaan elk slechts uit twee termen: 


DEN (a, bz — A3 bi) Y + (do b3 — A3 bo) 2 0) 
ze | (a bo — ap bj) w + (ag bo — ag bp)e l = 0, | « « 120). 
© y\ (ar Da — dp bi) & + (a, ba — 43 bi) y le 0, 
III. De vergelijkingen : 
OE ae k Een 
bj x?y? + boas J bgat = 0, 
hebben de wortelstelsels: 


ER AN 0 
dt == Wilts 0; Zi OR 
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elk viermaal, terwijl de vier overige wortelstelsels zoo- 
danig zijn, dat aan bepaalde waarden van # en z twee 
waarden van beantwoorden. 

Men verkrijgt nu de volgende eindvergelijkingen !) : 


zt | a,?b3 y* + (a3*b, — 4143 Da + 2 0 do bz) yr J 
-L 45) (ao Ds EET a,3 Da) zt| == on 
2lagb a? + (as bj — a bo) ve — a bz ?| =O, 
atyt|Pat 4 Qay? + Ryt) =0, 


In dit voorbeeld hebben de resulteerende vergelijkingen 
slechts drie termen. Het geheele aantal van 13 termen is 
n.l. met 10 verminderd door het aanwezig zijn van 8 wor- 
telstelsels, die twee elementen nul hebben, en bovendien 
nog twee paren wortelstelsels, waarbij twee verschillende 
waarden van y aan dezelfde waarden van « en z beant- 
woorden. 

De eindvergelijking tusschen y en z is van den achtsten 
graad, omdat er vier wortelstelsels bestaan y —= 0, 2 = 0 
met x — willekeurig. 

De eindvergelijking tusschen x en z is van den vierden 
graad. De reden hiervan is, dat er vier wortelstelsels 
Oe Oet Ve will. bestaan en de. overigeacht 
wortelstelsels vier paren vormen, waarbij aan dezelfde 
waarden van & en z twee verschillende waarden van y 
beantwoorden. Het graadgetal 12 wordt dus in het geheel 
met 8 verminderd. 

De eindvergelijking tusschen x en y is van den twaalf- 
den graad; zij bevat x*yt tot factor, in overeenstemming 
met de behandelde theorie. 


(122). 


(Wordt vervolgd). 


1) Zie S$ 102, waar bij voorbeeld 1 de beteekenis van P,‚,Q en Rh 
wordt vermeld. 
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Het regelmatige Toovervierkant. 


DOOR 


R. H. F. SIKKES. (Velp). 


(Vervolg van pag. 67). 


Gaan wij thans over tot het vierkant van 7. 

Wij kennen daarvan nu de plaats der getallen in het 
ingeslotene vierkant van 5, dat de vijf en twintig midden- 
getallen moet bevatten en wel geheel in dezelfde volgorde, 
als in het pas geconstrueerde vierkant. Die middengetallen 
zijn 18 tot 37, en daar dus van het ingeslotene vierkant 
13 het laagste getal is, hebben wij al de getallen van het 
vierkant van 5 slechts met twaalf te verhoogen, om ons 
doel te bereiken. 

De moeijelijkheid zit dan ook hier weder in de invulling 
van den buitenomtrek. Evenwel, wanneer wij de formules 


gebruiken, die wij boven vonden, ; 
d kunnen wij gemakkelijk de 
Hoalitarken invullen (Fig. EN ej 
Wij vinden dan voor:  faslasyssfsojuf | 
je ten jena, veler [la 
De Re fn Beens volgens 
MEE 
3°. het bened idd Kin | 
42, Hel RE 20 Een ROME 
On — En t-3 
5) > 


de formule 


1°. het regter middenvak weder 
de formule en het getal 10; Fig. 18. 


5°. het regter bovenvak, volgens de formule 


het getal 40; 
6°. het bovenmiddenvak, volgens de formule n2—n J-1, 
het getal 48; 
2__nt1 
’; 


2 


17°. het regter benedenvak, volgens de formule £ 


het getal 46; en 
8°, het linker middenvak: n2 —= 49. 
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Ofschoon ik de laatste vier hoofdgsetallen gemakkelijk 
had kunnen vinden door aftrekking der tegenoverstaande 
eerste vier van 50 (=n? +1), heb ik hier opzettelijk van 
de formules gebruik gemaakt, om hare deugdelijkheid nog 
eens weder in het licht te stellen. — 

Plaatsen wij nu de laagste en de hoogste getallen weder 
op ééne rij met onderstreping der hoofdgetallen, dan zien 
we, dat deze rij ook weder volkomen symmetrisch is: 


Okee 0 OE ARORSTOELDGLA TE 
ponseetO Al AZetondEn td 12047 48, 49, 


Bij elk hoofdgetal behooren hier dus twee bijgetallen als 
trawanten, die wederom op de laagste hoofdgetallen volgen 
en aan de hoogste voorafgaan; en, in overeenstemming 
f { met het vierkant van 5 (en 3), 

moet men dus ook weder niet 

4 [sj e |es)sefso| <0 zeggen: twaalf laagste en twaalf 

hoogste getallen, maar 4 X 3 
laagste en 4 X 5 hoogste. 

Wanneer wij dit in het oog 
houden en weder den weg volgen 
van den wandelaar, dan zal ons 
de verdere invulling van den om- 
trek niet moeijelijk vallen. Wij 
d c plaatsen dan (Fig. 19) tusschen 

Fig. 19, l en 40 de getallen 2 en 3; tus- 
schen 4 en 438 de getallen 5 en 6; 
tusschen 49 en 10 de getallen 8 en 9; en tusschen 43 en 40 


40 


49 


Fig. 20. 


de getallen 88 en 39. Hieruit laten zich dan de tegenover- 
staande getallen afleiden door aftrekking van 50 (=n2 + 1), 
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zoodat, daar de som in al de vier zijden 175 bedraagt (en 
ook natuurlijk in al de verticale en de horizontale rijen en 
in de beide diagonalen), en alle getallen hunne plaats hebben 
gevonden, ook dit vierkant weder op regelmatige wijze is 
voltooid. — 

Ten slotte geef ik weder in Fig. 20 eene voorstelling 
van den stand der laagste en in Fig. 21 van dien der 
hoogste bijgetallen, om de regelmaat daarvan weder beter 
te doen uitkomen; en om een duidelijker beeld te geven 
van de harmonie met het vierkant van 5. 


Op deze wijze voortgaande, kan men gemakkelijk achter- 
eenvolgens de hoogere vierkanten construeren; maar men 


kan ook gemakkelijk het vierkant van elk willekeurig” 


(oneven) getal maken, zonder dat men met het vierkant 
van 5 was begonnen en zoo successievelijk opklom, onder 
voorwaarde, dat men eene goede voorstelling heeft van 
den gang der getallen, — in den omtrek van elk vierkant. 
Ter bereiking van dit doel zal een graphisch beeld daarvan 
zeker wel nuttig zijn, tot welks vervaardiging en beschrij- 
ving wij thans zullen overgaan. 


De getallen in den buitenomtrek zijn dus overal de laagste 
en de hoogste. Wij zullen hen ter onderscheiding noemen: 
eerste en tweede afdeeling. Elke afdeeling bestaat uit vier 
groepen: het hoofdgetal en zijne trawanten. 
Wij hebben alzoo te behandelen : 
1°. de plaatsing der tot elke groep en tot elke afdeeling 
behoorende bijgetallen ; 

2°. den loop der bijgetallen van elke groep; 

8°. de vereeniging der bijgetallen met het hoofdgetal tot 
eene groep; en 

4°, de opvolging der groepen van elke afdeeling. 


1. De plaats der bijgetallen is in Fig. 22 door lijnen 
aangegeven: die der eerste afdeeling door eene enkele lijn 
en die der tweede afdeeling door eene dubbele; en naar de 
groepen, waartoe de bijgetallen behooren, zijn bij deze 
lijnen gevoegd de getallen, 1, 2, 3 en 4. 

Bij hunne rangschikking zien wij de volgende merk- 
waardigheden: j 
1°. de in dezelfde rij geplaatste bijgetallen behooren nooit 

tot twee groepen van ééne afdeeling, maar steeds tot 
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eene groep van de eerste en tot eene van de tweede 
afdeeling; en wel in dier voege, dat de beide afdeelingen 
elkander langs den omtrek afwisselen; 
2°. evenmin behooren de bijgetallen ééner rij tot dezelfde 
groepen, maàr òf tot de eerste en de tweede, òf tot 
de derde en de vierde; de beide groepen, waartoe de 
bijgetallen ééner rij behooren, 
zijn dus òf de twee laagste òf de 
twee hoogste; 

83°, de bijgetallen, die tot de 
twee laagste groepen behooren, 
staan tegenover die, welke tot 
de twee hoogste groepen behooren, 
doordat zij beide geplaatst zijn 
in eene verticale en in eene hori- 
zontale rij; en 

4°, bij de tegenoverstaande hoek- 
vakken B en C liggen de bijge- 
tallen der onevene, bij de hoek- 
vakken 4 en D die der evene 
groepen. 

Door de genoemde rangschikkingen komen de bijgetallen 
van de 1ste groep der eene afdeeling tegenover die van de 
4de groep der andere afdeeling; en eveneens de bijgetallen 
van de 2de groep der eene tegenover die van de 3de groep 
der andere afdeeling. — 

2. De loop der bijgetallen, d. i., de rigting, waarin zij 
opklimmen, is in dezelfde figuur door pijltjes aangeduid. 

Ook hierin is evenzeer eenvoud, regelmaat en symmetrie. 
De opklimming geschiedt namelijk in slechts twee rigtingen: 
voor de eene helft en wel voor die der twee laagste groepen 
van elke afdeeling in de rigting van het vak, dat het 
laagste hoofdgetal der tweede afdeeling bevat (in casu het 
regter bovenvak); voor de andere helft, d.i. voor die der 
twee hoogste groepen van elke afdeeling in de rigting van 
het (linker beneden) vak, dat het hoogste hoofdgetal der 
eerste afdeeling bevat. Soort zoekt soort. 

De tegenover elkander staande getallenreeksen, die van 
de 1ste en 4de, en van de 2de en 3de groepen, hebben 
daardoor eene tegenovergestelde rigting; en ten gevolge 
van een en ander is Fig. 22 volkomen symmetrisch en 
wel radiair symmetrisch, zoodat het onverschillig is, of 
het doorsnijdingsvlak door eene der diagonalen loopt, of 
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wel horizontaal of verticaal door het midden. De beide 
helften zijn steeds volkomen gelijk, wanneer in het alge- 
meen het doorsnijdingsvlak door het midden gaat, onver- 
schillig in welke rigting; behalve natuurlijk dat zij ver- 
schillen in de getallen, die de groepen aangeven, waartoe 
de bijgetallen behooren. — 

8. Wij komen nu tot de vereeniging van de bijgetallen 
met het hoofdgetal tot eene groep, of, zooals wij vroeger 
zeiden, van de hoofdgetallen en hunne trawanten. 

Maak ik eene graphische voorstelling van de rijen der 
laagste en der hoogste getallen, zooals ze bij het vierkant 
van 5 en 7 gegeven zijn en duid ik het hoofdgetal door 
eene verdikking aan (Fig. 28), dan is ook deze figuur weder 
symmetrisch. De daarbij geplaatste letter M of H wil zeggen, 
dat het hoofdgetal zich in een middenvak bevindt, of wel 
in een hoekvak, terwijl de in het midden geplaatste punt 


M H M H Hi M H M 

ee VO VO Oe HV Ve Oe 

71 2 d) 4 4 5 2 1 
Fig. 23. 


het ingeslotene vierkant moet voorstellen, dat eveneens 
steeds met een hoofdgetal begint en eindigt, en de scheiding 
vormt tusschen de laagste en de hoogste getallen. 

De symmetrie dezer figuur doet ons vermoeden, dat men 
even goed met het eindgetal (#2) kan beginnen, als met het 
laagste getal, de 1: wat inderdaad het geval is. Daarom 
heb ik dan ook de groepen der 
hoogste getallen in omgekeerde 
rigting genummerd, want wanneer 
men met n? begint, is dit het eerste 
hoofdgetal; en heb ik ook de cijfers, 
die de groepen aangeven, bij het 
hoofdgetal geplaatst, als hoofd der 
groep. De eerste en de tweede af- 
deeling zijn aldus elkanders spiegel- 
beeld. 

In de verbinding van de hoofd- 
getallen met hunne trawanten langs 
den omtrek (Fig. 24) ontbreekt even- 
eens de symmetrie niet: de figuur 
is vrijwel symmetrisch: bilateraal symmetrisch. Als ik_ 
haar door eene verticale lijn middendoor deel, heeft men 
vrijwel gelijke helften: in elke helft zijn de twee bovenste 
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groepen niet gescheiden, wel de twee onderste. En de 
eenige storing in de symmetrie bestaat hierin, dat de 
onderste verticale lijn in de regter rij behoort bij het hoofd- 
getal in het bovenmiddenvak, en die in de linker rij bij 
dat in het benedenmiddenvak. Maar de onderste horizontale 
lijnen behooren weder symmetrisch bij de hoofdgetallen in 
de beide benedenhoekvakken: de regter bij het linker en 
de linker bij het regter. 

De verbindingswijze der gescheiden groepen is door eene 
stippellijn voorgesteld en ook hierin is de symmetrie weder 
volkomen: bij de beide onderste verticale lijnen geschiedt 
zij aan het boveneinde, bij de onderste horizontale lijnen 
aan het buiteneinde. — 

4. Ten slotte komen wij aan de opvolging der groepen, 
of „den weg van den wandelaar.” 

In Fig. 25 zien wij de opvolging of vereeniging van de 
groepen der eerste afdeeling voorgesteld, in Fig. 26 die 
van de groepen der tweede afdeeling. Ik heb gemeend, 
deze twee figuren niet tot ééne figuur te moeten vereenigen ; — 


vooreerst, om het overzigt gemakkelijker te maken; maar 
ten tweede en in hoofdzaak, om duidelijk te doen uitkomen ; 
dat elke afdeeling op zich zelve staat, wijl zij aan den 
omtrek van geen enkel vierkant in elkander overgaan. 
Immers, wanneer de wandelaar de eerste afdeeling aan 
den omtrek van een vierkant heeft doorloopen, verdwijnt 
hij in het ingeslotene vierkant; en pas, als hij weer naar 
buiten komt, begint hij den weg der tweede afdeeling af 
te leggen. Maar het zal ieder duidelijk zijn, dat die 
wandelaar in het ingeslotene vierkant steeds op dezelfde 
wijze handelt: in alle vierkanten legt hij eerst langs den 
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omtrek den weg af van Fig. 25, totdat hij aan het kleinste 
ingeslotene vierkant (dat van het middengetal) gekomen is; 
en eerst daarna begint hij van uit dat ingeslotene vierkant 
van 1 de wandeling van Fig. 26, eerst langs den omtrek 
van het ingeslotene vierkant van 8 en zoo vervolgens, tot hij 
eindelijk, na alle vakken van het ingeslotene vierkant te hebben 
doorloopen, aan den buitenomtrek weder te voorschijn treedt. 

De verdwijning van den wandelaar heb ik aangeduid 
door de lijn a, ten teeken, dat de wandeling in het inge- 
slotene vierkant weder eenen aanvang neemt in het met 
A overeenkomstige vak; en de uittrede uit het ingeslotene 
vierkant door de lijn z, om daarmede aan te toonen, dat 
de wandelaar in dat vierkant in het met Z overeenkomstige 
vak zijnen kringloop heeft volbragt, om daarna het laatste 
gedeelte van zijnen weg af te leggen in den buitenomtrek 
van het vierkant. 

Overigens merk ik nog op, dat ik de stippellijnen van 
Fig. 24 hier door lijnen heb vervangen en daarentegen de 
verbinding der groepen door stippellijnen voorgesteld ; terwijl 
na het voorgaande de teekeningen verder wel geene ver- 
klaring behoeven. 


Dat het aldus geconstrueerde vierkant werkelijk een 
toovervierkant is en de som der getallen in de vier rijen 


nn? +1) 
2 


van den omtrek steeds gelijk is aan 


‚ toont ons 


de volgende berekening (Fig. 27). 


In elke rij zijn 8 hoofdgetallen en het aantal bijgetallen 
bedraagt in elke rij dus n—8, die door de middenvakken 
in 2 helften worden verdeeld; en daar de getallen van 
elke helft, d.i. de tot ééne groep behoorende bijgetallen, 
geleidelijk op elkander volgen, is in elke rij de som van 
de bijgetallen der eene helft met die der andere helft 
steeds twee aan twee gelijk. 

Rij AB. Daar het bijgetal boven „° gelijk is aan n*—-l, 
en dat, beneden 2, als zijnde eene voortzetting van het 
benedenmiddengetal », gelijk is aan „+ 1, is de som dezer 
beide getallen — (n? —1) + (n +1) =n? + n. Daar nu, 
zooals wij zagen, het aantal bijgetallen is »— 8, is het 


n—8 
aantal van zulke „tweelingen”’ == Tg » en de som van 
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ne Int —3n 


al deze bijgetallen — (n? + n) en 


2 
Ee nl 
Tellen wij hierbij de drie hoofdgetallen 5 WjREN 
Ee, dan is de som van al de getallen der rij AB — 
nen Bn Nnt-l Dn 
jv: 2 De Ë ne 
he Een 
== À a 


Eeten 10 (Bere ke £) 
Be 2 


B 


2 


d_H 


2n-nt+1 


Fig. 27. 


Rij CD. Daar nu elk getal van de rij 4B met het tegen- 
overgestelde getal van de rij CD eene som vooruit — n? + 1, 
is de som van de getallen dezer beide rijen te zamen — 


1) Wijl de bijgetallen van z eindigen in #2? en die van c op dezelfde 


IK kan men de getallen der rij 

n+1 
) ’ 

n—1 getallen, welker som twee aan twee gelijk is aan: 22 + (n + 1). 


wijze overgaan in het hoekgetal un 


AB ook beschouwen als bestaande uit het hoekgetal en uit 


Daar het aantal van zulke tweelingen bedraagt En is de som van 


al de getallen der rij AB dus ook == (n2 + n +1) drek nhgsk 5 as 


_ nn F1) 
Ean 2 


‚ zooals men bij ontwikkeling zal vinden. 


190 


—=n(n2 +1); en derhalve ook de som van al de getallen 
2 
der rij OD Made 


DEE 

Rij AC. Aangezien de bijgetallen dezer rij voor de eene 
helft (b) volgen op het hoekgetal 4, en voor de andere 
helft (w) voorafgaan aan het hoekgetal C, bestaat deze rij 


uit het middengetal (n2—n +1) en uit „— 1 getallen, 


welker som twee aan twee gelijk is aan es 5 en 
je den 
EEE te SEE tnt. Daar nu 


het aantal dezer tweelingen” is lima, is de som hunner 
2 7 5) 1 


getallen — ment 
_nB—n?Hnndn2 On} Ann? 
HRE 2 hi 2 î 


Tellen wij hierbij het hoofdgetal „2 — n +1 op, dan is 
de som van al de getallen der rij AC = 


send 2 MO (2 
n 2 n je dl or 
na 2n? tn —-2HAn?—-And2 
aen 5 ide 


En nr? PI) 
nn 5 i 


Rij BD. Wijl nu weder elk getal van de rij AC met het 
tegenovergestelde getal van de rij BD eene som vormt = 
n2 +1, is de som van de getallen dezer beide rijen te 
zamen —=n(n? +1); en dus ook de som van al de getallen 


2 
gerst k a De 


Dat eindelijk de som van twee tegenover elkander 
staande getallen overal —=n? +1 is, volgt uit de con- 
structie van het vierkant. — 

Van de hoofdgetallen hebben wij dit reeds gezien bij de 
ontwikkeling der formules (blz. 64 en 65) en het blijkt ons op 
nieuw, als wij de formules der tegenover elkander staande 
hoofdgetallen bij elkander optellen. Ook leert ons dit de 
volgende - berekening, waaruit tevens blijkt, dat in alle 
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vierkanten de hoofdgetallen door de opgegeven formules 
worden gevonden. 

Daar in elke rij 8 hoofdgetallen voorkomen, is het aantal 
bijgetallen in elke rij =n—8, en dat tusschen twee naast 


elkander staande hoofdgetallen Ee Het verschil tus- 


schen twee op elkander volgende hoofdgetallen van de eerste 
zoowel als van de tweede afdeeling is dus gelijk aan 
n—8 n—l 

ï 1 = gt 

Het eerste (laagste) hoofdgetal der eerste afdeeling — 1 


zijnde, is derhalve: 

het tweede hoofdgetal — 1 +5 : == 4 en Î tr ef 

Londe rt ard. 0e 2n 
2 2 2 

het vierde hoofdgetal —n +4 ES VE tk ink: 


het derde hoofdgetal =— ON 


det 
rear 


Het eerste (hoogste) hoofdgetal der tweede afdeeling —= n? 
zijnde, is derhalve: 


Ee nn 
het tweede hoofdgetal — n° Lik 5 je: ee een ze 


ek kn 
het derde hoofdgetal —= zi en Gak 5 , 


kn berde ran eN 
2 En 2 bh 


ne —ndt1s 


en eindelijk 
het vierde hoofdgetal = n° —n +1 — k 0 EEn 


EN Oh Arend Ar AR Om ln 
sijn 3 ke 2 ’ 

Voor de bijgetallen gelde het volgende: 

De bijgetallen van de Iste, 2de, 3deen 4de groep der 
eerste afdeeling staan resp. têgenover die van de 4de, 3de, 
2de en 1ste groep der tweede afdeeling; en de tegenover 
elkander staande getallen dezer reeksen volgen elkander in 
tegengestelde rigting op (Fig. 22 en blz. 185). Die van de 
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vier groepen der laagste getallen (eerste afdeeling) heb ik in 
Fig. 27 opvolgend door a, b, ec en d voorgesteld, en door 
w, x,y en # die der hoogste (tweede afdeeling): 

1°. De getallen van a klimmen op van 1, die van « 
dalen af van #°: zooveel dus als 1 toeneemt, zooveel 
wordt „2 kleiner, en de waarde n° + 1 verandert niet; 

2°. De getallen van b gaan aan ” vooraf, die van y 
klimmen op van #”? —n-1: zooveel dus als die van b 
kleiner worden dan ”, zooveel worden die van y grooter 
dan #2 —n-1, en de waarde van » J- (n? —n +1) == 
—n? +1 blijft constant; 

3°. De getallen van c klimmen op van »n, die van x 
gaan aan #2 —nJ-1 vooraf: zooveel dus als die van c 
grooter worden dan «”, zooveel worden die van x kleiner 
dan „2 —n +1, en de waarde n + (n? —n J1)—=n? +1 
blijft ook hier gelijk; en 


4°, De getallen van d volgen op het hoekgetal ERE, 
3 
die van w gaan vooraf aan het hoekgetal Ke 


zooveel dus als die van d toenemen, zooveel nemen die van 


Ln Be 
w af en ook in de Waarde. , td En 


2 
ant +2 
2 


—=n? + 1 komt geene wijziging. 


Aan de beide in de inleiding genoemde indeelingen der 
toovervierkanten zoude ik dus nog eene nieuwe willen 
toevoegen: die der regelmatige en der onregelmatige vierkanten. 


Tot de regelmatige behooren dan alleen de enkele toover- 
vierkanten van Bachet en de hier beschrevene dubbele toover- 
vierkanten, die in het vierkant van 3 hun vereenigingspunt 
vinden; tot de onregelmatige alle overige onevene toover- 
vierkanten en duivelsche vierkanten, want deze vinden in 
het vierkant van 8 geen analogon; en al de evene vier- 
kanten, want de kern daarvan, het vierkant van 2, is 
onbestaanbaar. 
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Men zal misschien vragen, of, behalve op bovengenoemde 
wijze, ook het regelmatige dubbele toovervierkant, evenals 
het enkele, van uit het midden kan worden ingevuld; en 
of het dus ook een „ovum” en een „embryo” heeft, waaruit 
zijne ontwikkeling kan worden afgeleid. 


Ter beantwoording dezer vraag zullen wij weder tot het 
vierkant van 9 moeten terugkeeren en onderzoeken, of de 
eigenschappen daarvan zich bij aangroeiĳing ook aan de 
grootere vierkanten mededeelen. — 

Die eigenschappen, welke ons thans moeten bezighouden, 
vloeijen voort uit zijn karakter als dubbeltoovervierkant : 
wit het verschil tusschen het middengetal en de in den omtrek 
gelegene hoofdgetallen. 

Wanneer wij de grootte van die 
verschillen aangeven als in Fig. 28, 
dan spreekt het van zelf, dat de 
som van al de verschillen =0 is: 
want, zooveel als de vier laagste 
getallen kleiner zijn dan het midden- 
getal, zooveel zijn de vier hoogste 
getallen grooter. Maar het treft 
eenigzins, als men ziet, dat ook 
de som der verschillen in elke rij Fig. 28. 
van den omtrek —=0 is. Dit wordt ons echter duidelijk, 
wanneer wij bedenken, dat de som der getallen in elke 
dier rijen —= 15 is, gelijk aan driemaal het middengetal 5: — 
zooveel derhalve als in elke rij het eene getal grooter of 
kleiner is dan 5, zooveel zijn de beide anderen te zamen 
kleiner of grooter. 

Deze verschillen noem ik de „grondverschillen”’: 

1°. omdat zij in het ingeslotene vierkant van 3 onver- 
anderd blijven bestaan, hoe groot het toovervierkant ook 
moge worden, wijl de toename van het middengetal steeds 
gelijk is aan die der andere getallen; en 

29. omdat zij, het zij reeds van te voren gezegd, den 
grondslag vormen voor de berekening van de hoofdgetallen 
van elk willekeurig toovervierkant. — 

Die berekening geschiedt op de volgende wijze. 

Daar het verschil in grootte tusschen elk toovervierkant 
en het ingeslotene gelijk is aan het aantal vakken in den 
buitenomtrek, kunnen wij, daar de zijde van het ingeslo- 
tene vierkant steeds 2 vakken minder telt, dit verschil 

Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 18 


194 


uitdrukken door de formule: „2 — (n — 22 —= 4 (n — 1). 
Aangezien nu de buitenomtrek voor de helft met de laagste 
getallen wordt ingevuld en men eerst. daarna met de invul- 
ling van het ingeslotene vierkant. begint, volgt hieruit, dat 
bij aangroeiĳjing van een vierkant al de getallen daarvan 
met 2 („— 1) moeten toenemen: de helft der vakken in 
den omtrek van het omsluitende vierkant. Daar nu ” bij 
elke aangroeijing 2 toeneemt (het verschil tusschen twee 
op elkander volgende onevene getallen), wordt de waarde 
2(n— 1) telkens 4 grooter, ’tgeen beteekent, dat de toe- 
name der getallen bij elke aangroeijing telkens 4 grooter wordt. 

De kleinste toename is 4. Wij vinden haar bij het klein- 
ste vierkant: dat van 1; want bij aangroeiĳjing daarvan tot 
het vierkant van 8 is de toename 2 (n — 1) =2(3 — I)=4. 
De 1 wordt dus 5: een nieuw bewijs, zoo men wil, dat in 
het vierkant van 8 het getal 5 het middenvak moet inne- 
men. — Nu worden in den omtrek van dit vierkant de 
vier laagste en de vier hoogste getallen geplaatst en ont- 
staan hier de in Fig. 28 voorgestelde verschillen tusschen 
het getal van het ingeslotene vierkant, de 5, en de hoofd- 
getallen. — 

Bij aangroeijing tot het vierkant van 5 worden de getal- 
len van het vierkant van 8 volgens de formule 2 (n — 1) = 
2(5—1)—=8 grooter, waardoor hunne onderlinge verhou- 
dingen niet de geringste wijziging ondergaan en derhalve 
dezelfde verschillen blijven bestaan. — Door die toename met 
8 zouden tevens de verschillen tusschen deze hoofdgetallen 
en die van den nieuwen omtrek ook overal 8 bedragen, 
wanneer in dien omtrek ook de vier laagste en de wier 
hoogste getallen in de overeenkomstige hoofdvakken geplaatst 
werden, evenals zulks geschiedt in het vierkant van 3. 
Wij hebben echter gezien, dat eene dergelijke invulling 
van den omtrek niet met de berekening overeenkomt); 
dat integendeel in den omtrek van elk nieuw vierkant 
andere getallen als hoofdgetallen optreden, en wij weten, 
dat dit een gevolg is van de tusschenvoeging der bijgetallen. 
Daar echter de plaats der hoofdgetallen in de rijen der 
laagste en der hoogste getallen uiterst regelmatig is, zóó, 
dat elke rij als in vier gelijke groepen werd verdeeld, moet 
ook de invloed regelmatig zijn, dien de bijgetallen op de 
grootte der hoofdgetallen uitoefenen. 


1) Alleen met de 1 en „2? is dit het geval. 
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Zij volgen op de laagste hoofdgetallen en gaan aan de 
hoogste vooraf: bijgevolg hebben zij geenen invloed op het 
laagste hoofdgetal: de 1, en het hoogste hoofdgetal: #2; 
en deze twee blijven dan ook in alle regelmatige vierkanten 
standvastig op dezelfde plaats. De inschuiving echter van 
een bijgetal achter het laagste (of eerste) hoofdgetal ver- 
oorzaakt eene verschuiving naar boven van de volgende 
drie hoofdgetallen, en het tweede hoofdgetal in het vier- 
kant van 3 (de 2) wordt 2+1=8 in het vierkant van 
5. — De invoeging van een tweede bijgetal achter het 
tweede hoofdgetal veroorzaakt op nieuw eene verschuiving 
naar boven van de nog volgende twee hoofdgetallen, en 
het derde hoofdgetal in het vierkant van 8 (de 3) wordt 
3 + 1 + 1 = 5 in het vierkant van 5. — En eindelijk 
veroorzaakt de tusschenvoeging van een bijgetal achter het 
derde hoofdgetal wederom eene verschuiving naar boven 
van het vierde hoofdgetal, dat reeds twee verschuivingen 
had ondergaan; en de 4 in het vierkant van 3 wordt dus 
411 +41=7 in het vierkant van 5. 

Deze zelfde redenering is op geheel gelijke wijze op de 
hoogste getallen van toepassing, met dien verstande, dat 
daar, zooals wij zagen, het hoogste hoofdgetal (n°) stand- 
vastig is. Als men nu, teruggaande, dit ook hier het eerste 
hoofdgetal noemt (Fig. 28), dan heeft de tusschenvoeging 
der bijgetallen op dezelfde wijze eene daling van het tweede, 
derde en vierde hoofdgetal ten gevolge, wederom bedragende 
resp. 1, 2 en 8. — 

Aangezien bij elke aangroeiĳing van het vierkant het 
aantal bijgetallen, dat zich tusschen de hoofdgetallen plaatst, 
telkens met 1 tdeneemt, herhaalt zich de klimming der 
genoemde laagste hoofdgetallen en de daling der hoogste 
bij elke aangroeijing op volkomen dezelfde wijze. De ver- 
schillen tusschen de hoofdgetallen van het ingeslotene en 
het insluitende vierkant kunnen dus door de volgende for- 
mules worden uitgedrukt: 

voor de 1ste hoofdgetallen door 2 (n — 1); 

Zee » » 2 Wied 

3de 8 „ 2 (n—1l)—2; en 

9 4de »” ” 2 Nr litas 

in welke formules „ de zijde van het insluitende vierkant 
voorstelt. Wanneer „ met 2 toeneemt, wordt dus de waarde 
van al deze formules 4 grooter. 

Zij bewijzen derhalve, dat de verschillen in het vierkant 
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van 8 den grondslag vormen voor de berekening der hoofd- 
getallen; en evenals de toename der getallen van het inge- 
sloten wordende vierkant bij elke aangroeijing 4 grooter 
wordt, zoo nemen ook de verschillen tusschen al de hoofdge- 
tallen van het ingesloten wordende en die van het omslui- 
tende vierkant bij elke aangroeijing telkens met 4 toel). En 
verder zien wij er nog uit, dat, zooals wij reeds zeiden, 
het verschil tusschen de beide Iste laagste en tusschen de 
beide 1ste hoogste hoofdgetallen steeds even groot is als 


het bedrag, waarmede de getallen van het ingesloten wor- 
dende vierkant toenemen, namelijk: 2 (n — 1). — 
Van de toename der grondverschillen kunnen wij nu 
gemakkelijk eene graphische voorstelling maken (Fig. 29). 
2 
Het middengetal noemen wij se, in het ingeslotene 


1) Er is dus eene merkwaardige overeenkomst tusschen het mid- 
dengetal en de grondverschillen. Het middengetal ontstond als 1, en 


de eerste toename bij aangroeiĳjing na zijn ontstaan bedraagt 4; de 


grondverschillen ontstaan voor het eerst in het vierkant van 3 en 
hunne eerste toename bij aangroeijing van dit vierkant is eveneens 4. 


\ 
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vierkant van 8 zijn de grondverschillen aangegeven en in 
de daarop volgende vierkanten van 5 en 7 de toename dier 
verschillen, welker voortzetting steeds op dezelfde wijze 
plaats heeft, ’tgeen door „enz.” is aangeduid; — en de 
invulling der hoofdgetallen van elk willekeurig vierkant 
van uit het ingeslotene vierkant van 3 kost ons geene 
moeite meer. 


Er blijft ons nog over, in de vrije ruimten tusschen de 
hoofdgetallen de bijgetallen in te vullen; deze ruimten 
noem ik „octanten”’. 

De rijen der. hoofdgetallen, uitgaande van het ingeslotene 
vierkant van 8, heb ik, te beginnen met die der laagste 
hoofdgetallen, in de rigting der pijl P opvolgend aangeduid 
door de letters a tot 4; en de octanten, van a uitgaande, 
op dezelfde wijze opvolgend genummerd. 

Wanneer wij ons nu den loop der getallen herinneren, 
dan kunnen wij onmiddelijk de volgende octanten invullen : 

1°. het Iste octant, door bij de getallen der horizontale 
rij a telkens 1 op te tellen; 

2°, het 2de octant, door de getallen der diagonaal b tel- 
kens met 1 te verminderen; 

83°. het 3de octant, door de getallen der diagonaal d 
telkens met 1 te vermeerderen; 

4°, het 4de octant, door van de getallen der horizontale 
rij e telkens 1 af te trekken; en 

5°. het 5de octant, door de getallen der diagonaal f 
telkens met 1 te verminderen; — want hoewel deze getal- 
len, als de trawanten van de hoofdgetallen der verticale 
rij 9, daarvan eene voortzetting vormen. gaan zij onmidde- 
lijk in die der diagonaal f over en is dus de afleiding van 
hieruit wel zoo eenvoudig. 

Nu moeten wij nog de octanten 6, 7 en 8 invullen, 
maar dit is niet zoo gemakkelijk voor het geheugen, hoe- 
wel wij ons herinneren, dat: 

6°. de bijgetallen van het 6de octant volgen op de hoofd- 
getallen der verticale rij c; 

7°, die van het 7de octant eene voortzetting zijn van de 
hoofdgetallen der diagonaal f, — terwijl in deze beide 
octanten de opklimming plaats heeft van regts naar links; 
en eindelijk 

8°. die van het 8ste octant volgen op de hoofdgetallen 
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der diagonaal b, — en dat de opklimming hier naar boven 
plaats heeft. 

Evenwel, ook zonder dien aanslag op het geheugen 
kunnen wij deze drie octanten invullen, daar de som der 
bijgetallen van het: 

6de octant met de overeenkomstige bijgetallen van het 
3de octant altijd gelijk is aan „2 + 1; evenzoo die van het: 

7de octant met die van het 2de; en die van het: 

8ste octant met die van het 5de; — op dezelfde wijze, 
als dit het geval is met die van het 1ste en het 4de octant. 

Na de invulling der vijf eerste octanten door eenvoudige 
optelling en aftrekking van de genoemde hoofdgetallenrijen, 
vinden wij die der overige octanten door de tegenover- 
staande bijgetallen af te trekken van „2 + 1. Wanneer wij 
echter op deze wijze eenige dier bijgetallen in het 6de, 7de 
en 8ste octant hebben ingevuld, zal ons het geheugen wel 
spoedig te hulp komen, waardoor de verdere invulling dan 
zonder eenig bezwaar van stapel loopt. — 

Wij hebben dus, dit alles resumerende en in de rigting 
der pijl P rondgaande, het volgende overzigt: de bijgetallen 
van het: 

Iste octant klimmen op van a; 


2de ; dalen a EE 
— Overspringen van.c; 
SOE 7 „naar d5 
4de _„ klimmensopmen nen 
Te ” »” Ë 
5de 1) ” » van 9; 
6de „ dalen AL 
7de ” hl » naar je 
8ste _„ klimmen op „ CG. 


Dit overzigt, dat men naar de letters, waardoor de rijen 
der hoofdgetallen bij het begin en aan het einde worden 
aangeduid, het a, b, ... c van het dubbele toovervierkant 
zoude kunnen noemen, blijft om zijne regelmatigheid en een- 
voudigheid misschien beter in het geheugen, dan de graphische 
voorstelling van Fig. 25 en 26: de weg van den wandelaar. 


Op deze wijze is dan het vraagstuk ook opgelost van 
uit het centrum, waarbij ook hier het middengetal als 
„ovum’”’ en het ingeslotene vierkant van 3 als „embryo’”’ 
kan gelden; maar de ontwikkeling is hier niet zoo. een- 
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voudig als bij het enkele toovervierkant, zoodat men ook 
daarom alle regt heeft, deze vierkanten „dubbele” te noemen. 

Men kan derhalve het vierkant van 8 als de moeder van 
alle regelmatige onevene toovervierkanten beschouwen. Indien 
de eigenschappen daarvan maar goed worden verstaan en 
de ontwikkeling dier eigenschappen ongestoord plaats vindt, 
komt, wanneer een willekeurig middengetal als „ovum” is 
gegeven, daaruit van zelf een toovervierkant te voorschijn, 
‘tzij een enkel of een dubbel, naar verkiezing; — wat niet 
te verwonderen is, daar Met toovervierkant van 8 zoowel het 
een is als het ander. 

Als proeve daarvan geven wij hier het enkele en het 
dubbele toovervierkant van 13: horribile dictu! 


A B 
AEEA EEE ECE 
EEEN EEE CIE 
zer a nae « [or 
eer seo <a oe 
[rra zaan sr [ns 
EEE EEE 
KEE CE 
ofso |lze effe en 
[essen enor ar ae [ror sere 
aoe jef aa oe zes soo se 
CAE AE EE 
eol [oes el aar ads [oe 
ole jj frejsled elsje aje je 


Fig. 30. 


Deze toovervierkanten, die, na het voorgaande, ieder ge- 
makkelijk kan construeren, gaf ik nog om eene andere 
reden, namelijk, om de verwantschap tusschen het regel- 
matige enkele en dubbele toovervierkant nog duidelijker te 
doen uitkomen. Want, wanneer wij b.v. de vakken, die 
door de onevene getallen worden ingenomen, door puntjes 
aangeven, dan komt uit deze beide vierkanten, o wonder ! 
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volkomen dezelfde figuur te voorschijn, die ons weder treft 
door hare regelmatigheid (Fig. 82). — 

Bij eene nadere beschouwing verdwijnt echter het won- 
derbare. 

Het enkele toovervierkant, hoe groot het ook zij, komt 
altijd voort uit een „embryo” van vijf onevene getallen }), die 
in de rigting der diagonalen steeds op gelijke wijze toe- of 


1) Behalve 1, zijn ook de getallen n? en n?— n +1 steeds oneven, 
n2d-1 
2 
kanten oneven is, is niet zoo terstond te zien. Dit leert ons de vol- 
gende berekening. cen 

Stellen wij de viervouden, d. i,, de getallen, die door 4 deelbaar 
zijn, voor door N, dan is een oneven getal n òf = N_—1, òf == N +1; 
en derhalve n2=—= N2—2 N41 of =N2H2NH1, en @H1= 
—=N2—2NH2 of = N2+92NH2. Wijl nu N een viervoud is, zijn 


in alle vier- 


daar ” oneven is; maar dat ook het middengetal 


eveneens N2 en 2N viervouden, en derhalve zoowel als 
2 2 Dis 2 
LEEN steeds even; maar & en a, Ol 2e ne 


moet dus steeds oneven zijn, daar het is een even getal tiel 


In het algemeen is dit het geval met het product van twee gelijk- 
soortige onevene getallen, d.i, van twee onevene getallen, die beide 
òf door N— len N'—l, òf door N41 en N' +1 kunnen worden 
voorgesteld; m.a.w. van getallen, welker verschil 4 of het veelvoud 
van 4 bedraagt, als b. v. de getallen 3, 7, 11, enz. Het product is 
dan: (N-I (N' —1) of (N41) (N' +1), dus = NN —N—N +1, 
of = NN’ + NHN’ +1. Ook hier is weder zoowel NN’ — NN’ 
als NN' + NN’ steeds een viervoud, en de helft van beide dus 
141 

en 


‚is alsdan altijd oneven. 


even; maar deze helft, vermeerderd met en nu in vorm 


n2 1 
2 


overeenkomende met 


Van het product van twee gelijksoortige onevene getallen in het 
algemeen is dus de vorm #2 slechts een bijzonder geval. — 
Het product echter van twee ongelijksoortige onevene getallen, 
waarvan het eene N—l en het andere N +1 tot formule heeft, is 
Nl Wss 
N?—1; en derhalve ) 
tallen 3 en 5, 7 en 9, enz. 
Ditzelfde is weder het geval, wanneer er twee viervouden zijn, 
N en N’, want in het product van N — 1 en N’ + 1, zijnde 
NN + N—-N'—l is eveneens weder NN' + N— N' RE een 
nad 1 


€) 
rel 


altijd even, — als b.v. van de ge- 


viervoud en de helft dus weder even, — evenals de, met 


(NN! A NANGEL 


overeenkomende, vorm 5) 
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afnemen; en de vakken, die bij de kleinere vierkanten de 
onevene getallen bevatten, blijven dus ook bij de grootere 
daarvoor steeds bestemd. 

De buiten het embryo staande getallen van de horizon- 
tale en de verticale middenrij zijn dan altijd oneven, omdat 


De B 


ep eere 
ee eee 


sera fr [fool ef 


aal se | sal ae | zo aa] os) oe | 2 | zoa ie [oss 
5 [az | ssl eo [zo oe[z7[ oo oe | rele) soos 
ee selo ze [7 [reen 
LOEDER 
afladen ere 
pelle jeej fe 


Fig. 31. 


zij eerst daaruit en daarna uit elkander met twee onevene 
verschillen, d.i. dus met een even verschil, voortkomen, 
en wel met een bedrag van #” + 1 in de horizontale en 
van n— 1 in de verticale middenrij. 

Van uit deze beide middenrijen van onevene getallen, 
welker helften men de „grondrijen”’ van het vierkant zoude 
kunnen noemen, volgen de evene en de onevene getallen 
elkander in de rigting der diagonalen regelmatig op, omdat 
in die rigtingen het verschil der opvolgende getallen steeds 
oneven is, namelijk » of 1; en ontstaat aldus noodzakelijk 
deze regelmatige „puntfiguur.” — 

Blijven in het enkele toovervierkant de vakken, die eens 
de onevene getallen bevatten, ook bij de grootere vier- 
kanten daarvoor bestemd, bij de dubbele toovervierkanten 
is ditzelfde het geval, omdat bij aangroeijing van dit vier- 


202 


kant de toename van al de getallen steeds gelijk is aan 
2(n— 1), zijnde een even getal. 

Van uit het onevene „ovum” zetten zich hier in de 
middenrijen de evene „grondverschillen” steeds voort met 
een even bedrag: van 2(n— 1) in de horizontale en van 
2(n—l)—2 in de verticale; in de diagonalen zetten zich 
de onevene „grondverschillen” voort met een oneven bedrag: 
van 2(n - 1)—l1 in de eene en van 2(n—1)—8 in de 
andere. (Fig. 29 en blz. 195); — ook hier moeten dus, 

evenals in het enkele too- 


el Jel [el Je} Jel [e) Jel vervierkant, in de horizon- 
_| el Jel jef {el Je} | {tale en verticale middenrijen 
ejelel |e) je} [el [ele je| alle getallen oneven zijn en 
TT [el [el fe) | | | {in de diagonalen de onevene 
efelelele) Je} [ejefe{e{e|en evene getallen elkander 
EE EEA ERE oee men he Ke 
it leert ons oo vol- 
EEE be De ES 
aantal vakken van den 
epe Le omtrek van elk vierkant is 
EERE altijd —= 4(n— 1), en dat 
SAE EEE EIT EE van het vierde deel van den 
IE Eed omtrek dus ==» — 1, d.w.z. 
fe OE | ct NE SN altijd even. Daar nu de wan- 
Fig. 32. delaar op zijnen weg langs 
‚ den omtrek met den eenen 
voet een oneven en met den anderen voet telkens een even 
getal neerschrijft (hij is een kunstenaar), is het duidelijk, 
dat hij bij zijne eerste wandeling: 

1°. in een middenvak met een oneven getal beginnende, en 

2°, langs bijvakken, 

3°. een hoekvak, en 

4°, wederom bijvakken, 
weder tot een middenvak genaderd zijnde, in het laatste 
vak vóór dat middenvak met een even getal moet eindigen ; 
en in het volgende middenvak dus weder opnieuw met een 
oneven getal begint. 

De tweede wandeling langs den omtrek, als hij de hoogste 
getallen neerschrijft, doet hij in omgekeerde rigting: hij 
begint dan naast een middenvak met een even getal, omdat 
het eindgetal van het ingeslotene vierkant altijd oneven is 
en zich in een middenvak bevindt; en hij eindigt dan hier 


208 


deze evene getallenreeks natuurlijk met een oneven getal 
in een middenvak. 

Natuurlijk had hij deze tweede wandeling op dezelfde 
wijze kunnen afleggen als de eerste, door met het oneven 
eindgetal #2 in een middenvak te beginnen, en met het 
evene getal, waarmede hij nu begon, naast een middenvak 
te eindigen. Op deze wijze ware dan de zoo evengenoemde 
opvolging van hoofd- en bijvakken hier geheel gelijk geweest 
aan die bij de eerste wandeling. Het resultaat blijft dus 
bij beide wandelingen hetzelfde: in de horizontale en ver- 
ticale middenrijen plaats hij steeds onevene getallen. — 

De evene waarde n— l is òf een tweevoud òf een vier- 


nl. jn 
voud en is dus beurtelings oneven of even. Op zijne 


2 


eerste wandeling van af: 1°, het onevene middenvak langs 
2°, de bijvakken, is dan het einde van zulk eene getallen- 
reeks insgelijks beurtelings oneven of even; en het hoekvak, 
dat hij hierna betreedt, bevat dan in het eerste geval een 
even, in het tweede een oneven getal. — Bij de tweede wan- 
deling wordt hetzelfde resultaat verkregen als bij de eerste, 
daar de wandelaar, naast een middenvak met een even bij- 
getal beginnende, langs deze bijgetallen in een hoekvak 
overgaat: het hoekgetal is dan eveneens beurtelings even 


1 Ô 
oneven of even is. Maar even 


Nn — 
of oneven, naarmate 5 


goed als met het evene getal naast een middenvak had hij 
met een oneven getal in een middenvak kunnen beginnen: 
het hoekgetal ware daardoor niet gewijzigd; of m. a. w., 
hij kan de geheele tweede wandeling ook afleggen, door, 
beginnende met het onevene eindgetal (#2) in een midden- 
vak, met een even getal „aast een middenvak te 
eindigen. 

De tweede wandeling is dus ook voor de hoekgetallen 
geheel gelijk aan de eerste, zoodat de hoekvakken in het 
eene vierkant een even getal bevatten en in het volgende 
vierkant een oneven en derhalve in de diagonalen de evene 
en de onevene getallen elkander afwisselen. — 

De wandelaar kan dus geacht worden, zijne beide wan- 
delingen op dezelfde wijze te volbrengen. Wijl hij dan daarbij 
langs den omtrek steeds: 

15 ee een hoofdvak en de tusschen vee hoofd- 
vakken gelegene bijvakken; 
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2°, van de hoofdvakken afwisselend een middenvak en 
een hoekvak betreedt; en 

3°, na een middenvak langs de bijvakken in de rigting 
van een hoekvak en na een hoekvak langs de bijvakken 
in de rigting van een middenvak wandelt, terwijl hij 
beurtelings een oneven en een even getal neerschrijft; — 
zoo brengt het in de verdeeling van de onevene en de 
evene getallen geene verandering, wanneer de wandelaar, 
in plaats van den in Fig. 25 voorgeschrevenen weg af te 
leggen en dien van Fig. 26 in omgekeerde rigting, regel- 
matig langs den omtrek voortwandelt. 

Zoo doende kan het niet anders, of ook bij het dubbele 
toovervierkant moet de verdeeling der onevene en evene 
getallen uitvallen, als in Fig. 32 is aangegeven. 


Ten slotte wensch ik nog op eene bijzonderheid van deze 
„puntfiguur” de aandacht te vestigen, weshalve ik daarin 
de vakken boven de regter helft der horizontale middenrij 
opvolgend genummerd heb. Met deze nummers wil ik 
echter niet die vakken alleen aanduiden, maar den geheelen 
omtrek, zoodat de 1 betreft den Isten omtrek, of dien 
van het vierkant van 8; de 2 den 2den omtrek, of dien 
van het vierkant van 5; enz. Wanneer ik nu de om- 
trekken, die door onevene getallen zijn aangegeven, dus de 
omtrekken 1,8, 5, enz, of m. a. w., de omtrekken van 
het vierkant van 3, 7, 11, enz. (d.w.z. de vierkanten, 


e N TT 1 e ee Ld 
waarin oneven is: gelijk aan 1, 3, 5, enz.) één vak 


ronddraaï, zoodat de blanco-vakken daarvan komen op de 
plaats, welke met een puntje zijn voorzien, en omgekeerd ; — 
dan is de rangschikking der vakken volkomen gelijk aan die 
van het schaak- en dambord. 


Ook de regelen, die beide vierkanten beheerschen, zullen 
nu wel voor een deel gelijk, althans verwant zijn; en wij 
zullen dus nu de regelen van het dubbele toovervierkant 
uit die van het enkele trachten op te sporen. 

Overeenkomstig den eersten algemeenen regel der enkele 
toovervierkanten (blz. 58) bedraagt aldaar in de diagonaal 
AD het verschil tusschen het middengetal en de hoek- 
getallen : 
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in het vierkant van 3: Merlen 3 

Der dn Di D DR ne 0, 

Ene » slr Dl 2d enz. 
als natuurlijk gevolg van het feit, dat de afstand, waarop 
het hoekgetal zich van het middengetal bevindt, bij het 
grooter worden van het vierkant telkens met één vak 
toeneemt en tegelijkertijd de waarde van » twee grooter wordt ; 

terwijl in de diagonaal BC dat verschil bedraagt: 

in het vierkant van 3: De 


»- » » D: 2 x 15 

ND: & ie AEL 3 X 1; enz. 
om de eenvoudige reden; dat in deze diagonaal het verschil 
der opvolgende getallen in alle vierkanten 1 bedraagt en 
de afstand van het middengetal tot het hoekgetal, bij het 
grooter worden van het vierkant, natuurlijk, evenals in 
de andere diagonaal, telkens met één vak toeneemt. 

Wij hebben dus in het enkele toovervierkant tusschen 
de opvolgende getallen in de diagonalen (en in de daaraan 
evenwijdige rijen, onder het vroeger aangegeven voorbehoud) 
slechts twee verschillen: » en 1,!) waarvan wij de oorzaak 
kunnen vinden in de omstandigheid, dat alle enkele toover- 
vierkanten ook een ingesloten vierkant hebben, maar, hoe 
groot ze ook mogen zijn, altijd slechts één, namelijk het 
vierkant van 7, dat steeds het middengetal bevat. Dit 
vierkant handhaaft tegenover het groote vierkant, waarin 
in de rigting van AD het verschil der opvolgende getallen 
n bedraagt, volkomen zijn zelfstandigheid, door de getallen 
in de rigting van BC telkens 1 te doen verschillen. Den 
door ons genoemden eersten algemeenen regel kunnen wij 
dus ook uitdrukken, door te zeggen: 

In de rigting der eene diagonaal heerscht voortdurend 
het vierkant van #”, in de rigting der andere diagonaal 
voortdurend het eenige ingeslotene vierkant van 1. 


Nu zijn, zooals wij weten, in het dubbele toovervierkant 
de hoekgetallen in de diagonaal 4D volkomen gelijk aan 
die in het enkele (Fig. 11, 30 en 31) en eveneens het 
middengetal (Fig. 6 en 29), en dezelfde bovengenoemde 
verschiensun n= ii 3, 2Xn=2XH3XKr=EK 1, 


1) De diagonaalverschillen zijn hiermede analoog: „X(n — 1) en 


1X mn — 1). 
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enz. bestaan dus ook hier. Maar wijl hier, bij de aangroeijing … 
van een vierkant, alle getallen daarvan evenveel toenemen, 
ontstaat er geene wijziging in hunne verschillen onderling, 
zoodat de genoemde verschillen steeds onveranderd in de 
diagonaal AD blijven bestaan, hoe groot het toovervierkant 
ook moge worden. 

Wij hebben tevens gezien, dat in de diagonaal BC de 
beide getallen naast het middengetal gelijk zijn aan die in 
het enkele (Fig. 6 en 29; 30 en 81), of m.a. w., dat in 
het dubbele toovervierkant de hoekgetallen in de diagonaal 
BCG verschillen van die in het enkele, met uitzondering 
van het vierkant van 3. Inderdaad is in deze diagonaal 
het verschil van het middengetal met de hoekgetallen, in 
plaatse van keen DRE 

in het vierkant van 3: DCS 

aneh » „ 5: 2 X 3; 

OE PVE EES ik. 

(Fig. 29 en 31), en, evenals de verschillen in de diagonaal 
AD, blijven ook deze om dezelfde reden steeds onveranderd 
bestaan, hoe groot het toovervierkant ook moge worden. 

Overeenkomstig de formulering van den eersten algemeenen 
regel bij het enkele toovervierkant, zoo even genoemd, 
kunnen wij een en ander hier uitdrukken, door te zeggen: 

Evenals in het enkele toovervierkant de beide, beheerschen 
hier alle vierkanten voortdurend de grootte der verschillen 
tusschen het middengetal en de getallen der diagonalen. 
Maar, behalve het vierkant van » en het ingeslotene van 
1, heerscht Mier elk vierkant in beide diagonalen: in de eene 
als het vierkant van #”, in de andere als het ingeslotene 
vierkant 1). 

Dit cardinale verschil tusschen het enkele en het dubbele 
toovervierkant berust dus inderdaad op hetzelfde beginsel: 
op de heerschappij namelijk van elk bestaand vierkant. — 


Bij dit verschil voegt zich echter hier nog het verschijnsel, 
dat ook in de verticale en de horizontale middenrijen nagenoeg 


1) In het vierkant van 3 begint in de diagonaal AD de rij der 
verschillen met 1 X3(=lX»n, de kleinste 7”); in de diagonaal BCG 
met 1 X1(=lX1, het kleinste ingeslotene vierkant); terwijl beide 
rijen zich verder op gelijke wijze voortzetten; in de diagonaal AD 
heerschen ‘dus de vierkanten van ”, in de diagonaal BC de inge- 
slotene vierkanten. 
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gelijke verschillenreeksen bestaan als in de diagonalen, met 
dit onderscheid evenwel, dat deze verschillen niet bestaan 
tusschen het middengetal en de getallen dezer middenrijen 
(behalve natuurlijk in het vierkant van 8), maar tusschen 
de getallen onderling. 

In de verticale middenrij zijn deze verschillen: 


tusschen het vierkant van 1 en het vierkant van 3: 1 X2; 
bh) 3 » ” ph ” 5 : 8 X 2 » 
1 d »„ »” ” »” d: 5x ô; enz. 


Ofschoon dus in deze middenrij het verband met het 
middengetal reeds verbroken is, is toch aan de op elkander 
volgende onevene getallen dezer reeks de heerschappij der 
ingeslotene vierkanten duidelijk te zien. 

In de horizontale middenrij zijn de verschillen: 


tusschen het vierkant van len het vierkant van 3: 1 X4:; 


» Dj » » 8 „ » » bh 2X4; 
D) bj 1 ’” 5 ’ ” D) )) [en 3 X 4; enz. 


Hier is dus niet alleen het verband met het middengetal 
verbroken, maar zelfs is ook de invloed der ingeslotene 
vierkanten geheel verdwenen. 


Wij kunnen derhalve na al het voorgaande voor het 
regelmatige dubbele toovervierkant de volgende algemeene 
regelen vaststellen: 

Ei) 
arten > 


en elk der hoekgetallen en der middengetallen (van den 
omtrek) wordt eveneens door eene voor alle vierkanten 
gelijke formule berekend; 

2%. De verschillen tusschen het middengetal en de getal- 
len in den omtrek van het vierkant van 3 (de „grondver- 
schillen”), nemen, elk in zijne rigting, allen op gelijke 


1°. Het middenvak bevat steeds liet middengeta! 


wijze toe; 
83°. De verschillen tusschen het middengetal en de ge- 
tallen in de diagonalen blijven steeds onveranderd, — in 


de eene diagonaal worden zij beheerscht door al de vier 
kanten van », in de andere door al de ingeslotene vier- 
kanten ; | 
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4°, In de verticale en de horizontale middenrijen blijft 
het verschil tusschen twee op elkander volgende getallen 
steeds onveranderd bestaan; het verband met het midden- 
getal is, behalve natuurlijk in het vierkant van 3, hier 
opgeheven. 

In de verticale middenrij worden de verschillen nog be- 
heerscht door al de ingeslotene vierkanten; in de horizontale 
middenrij is ook deze invloed verdwenen; 

5°. De getallen in de diagonalen en in de verticale en de 
horizontale middenrijen vormen den grondslag van het 
vierkant. 


Nu hebben wij nog de vraag te beantwoorden, hoeveel 
storingen zulk een regelmatig dubbel toovervierkant kan 
ondergaan. — 

Nemen wij daartoe eerst het vierkant van 5. Afgezien 
van het ingeslotene vierkant van 83, waarvan, zooals wij 

weten, slechts ééne oplossing mogelijk 
B is, bepalen wij ons dus terstond tot 
de getallen van den omtrek, die we 
d hier zullen onderscheiden in: „hoek- 
getallen” en „tusschengetallen”. Be- 
d schouwen we het eerst de laatstge- 
cls zold noemden. 

1. De rijen, die de tusschengetallen 
a, b, ec en d (Fig. 33) vormen met de 
B _b b b A beide aan hunne uiteinden geplaatste 
Fig. 33. hoekgetallen, noem ik de „buitenrijen” 
(A B); de rijen met de getallen van 

het ingeslotene vierkant, de „tusschenrijen” (ab en cd). 

Wij zien nu, dat eene onderlinge verwisseling van de 
tusschengetallen natuurlijk geene wijziging brengt in de 


Á dd 


24 2 


som van de getallen hunner buitenrij; maar wel in de 


som van die hunner tusschenrijen. Dit kunnen wij voor- 
komen, door gelĳktijdig de tegenovergestelde tusschen- 
getallen op dezelfde wijze onderling te verplaatsen, wijl 
de som daarmede dan steeds 26 (—=n? +1) blijft. 

Daar van drie verschillende cijfers zes getallen gemaakt 
kunnen worden volgens de formule 1 X 2 X 3, kunnen 
deze drie paren getallen zes verschillende standen aan- 
nemen. Dit geldt zoowel voor de tusschengetallen a en b, 
als voor c en d; en de combinatie van deze verschuivingen 
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geeft dus 6 X 6 == 86 verschillende standen der getallen en 
daarmede evenveel verschillende vierkanten. — 

2. Wij komen nu tot de hoekgetallen. 

Bij eene verwisseling daarvan moet natuurlijk de som 
van de getallen der diagonalen zoowel als die der buiten- 
rijen geene wijziging ondergaan. Het eerste zoude het ge- 
val zijn, indien twee hoekgetallen 4 en B met elkander 
werden verwisseld, dus 4 moet steeds blijven tegenover 
A, en B tegenover B. Verwissel ik daarom 4 met A, en 
B met B, dan is de som van de getallen der diagonalen 
wel dezelfde gebleven, maar die der vier buitenrijen is 
gestoord. Verwissel ik ten slotte A met B, en.B met 4, 
dan wordt òf de som der verticale, òf die der horizontale 
buitenrijen gewijzigd. Eene verwisseling alleen van de hoek- 
getallen is dus niet mogelijk. 

De moeijelijkheid kan echter worden opgelost door ver- 
wisseling van twee aan elkander evenwijdige buitenrijen. 
En dan doet het er niet toe, of dit geschiedt met de hori- 
zontale (Fig. 34) of met de verticale (Fig. 35) buitenrijen: 


A 


Fig. 34. 


het resultaat is in beide gevallen in zoover hetzelfde, dat 
de getallen der diagonalen dan bij beide gelijk zijn en ver- 
schillen van die in Fig. 38; en de som der getallen is dan 
in de diagonalen en de buitenrijen overal —= 65. 

Maar er is bovendien toch nog eenig verschil met het 
regelmatige vierkant, en wel in de volgorde der getallen: 
in het eerste geval zijn alleen de horizontale en in het 
tweede alleen de verticale buitenrijen volkomen gelijk aan 
de overeenkomstige rijen in Fig. 33. De verschillen kunnen 
echter eenvoudig vereffend worden, wanneer men in het 
eerste geval (Fig. 34) in de verticale, en in het tweede 
(Fig. 835) in de horizontale buitenrijen de bijgetallen met 

Wiskundig Tijdschrift, 4e-Jaargang. | 14 
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elkander verwisselt: 24 met 6, 2 met 20; en 4 met 18, 
22 met 8. 

Maar ook deze fout kan nog worden vermeden, wanneer 
ik een spiegelbeeld maak van den omtrek (Fig. 36): dan is 
er geen verschil in de volgorde dezer getallen en toch 
hebben wij een nieuw vierkant (Fig. 866), wijl de getallen 
der diagonalen verschillen, daar de stand van het inge- 
slotene vierkant van 8 dezelfde bleef. 

In dit nieuwe vierkant kunnen natuurlijk eveneens de 
bovengenoemde verwisselingen der tusschengetallen plaats 
hebben, zoodat hierdoor het aantal vierkanten klimt tot 
2 X86=72. — 

5. Nu werden tot nog toe bij al deze verschuivingen de 
tusschengetallen der horizontale buitenrijen steeds geteld 
met de getallen der verticale rijen van het ingeslotene 
vierkant, welke rijen in Fig. 88 door pijltjes zijn aan- 
geduid; en de tusschengetallen der beide verticale buiten- 
rijen steeds met de getallen der horizontale rijen van dit 
vierkant. 

Hierin komt echter verandering, wanneer ik het inge- 


A Á 


de Fig. 36. D. 


slotene vierkant 90° laat draaijen: dan worden de tusschen- 
getallen der verticale buitenrijen geteld met de vroeger 
verticale rijen van dit vierkant, en die der horizontale. 
buitenrijen met de vroeger horizontale rijen. Er ontstaat 
dus hierdoor weder een nieuw vierkant: de draaijng betrof 
niet het geheele, maar slechts het ingeslotene vierkant. 

In dit nieuwe vierkant kunnen wederom dezelfde ver- 
wisselingen plaats grijpen, als onder 1 en 2 zijn genoemd, 
zoodat het aantal vierkanten hierdoor klimt tot 2 X 72 —= 144, 
evenveel, mirabile dictu, als wij bij het enkele toovervier- 
kant van 5 berekenden. — 
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4. Er is evenwel nog eene omstandigheid, waarop wij 
tot nog toe niet de aandacht vestigden, maar die bij deze 
berekening gewigt in de schaal legt. 

Uit Fig. 18 namelijk zien we, dat de som van de hoofd- 
getallen der beide bij a zamenkomende rijen 85 bedraagt 
en van die der beide bij b zamenkomende rijen 43. Dit 
geeft ons dus vrijheid, de in den regelmatigen omtrek 
daartusschen geplaatste bijgetallen (Fig. 15), welker sommen 
eveneens gelijk zijn, tegen elkander te verwisselen, name- 
lijk die van ac (22 en 8) tegen die van ad (6 en 24); en 
die van be (2 en 20) tegen die van bd (19 en 4). Wij ver- 
krijgen zoodoende, wijl de hoofdgetallen daarbij in hunne 
buitenrij bleven, eenen nieuwen omtrek (Fig. 37) en daar- 
mede wederom een nieuw vierkant, waarin de som der 
getallen ook overal —= 65 is. 

Daar nu bij al de plaats gehad hebbende verwisselingen, 
die wij onder 1, 2 en 8 beschreven, de tusschengetallen 
steeds in hunne eigene buitenrij, d. i., tusschen dezelfde 
hoekgetallen bleven, kan dit nieuwe vierkant natuurlijk 

evenveel toovervierkanten opleveren, als 
het regelmatige reeds deed, — wanneer 
het dezelfde bewerkingen ondergaat. 

Het geheele aantal toovervierkanten 
van 5 bedraagt dus: 2 X 144 = 288, het 
dubbele van dat der enkele vierkanten. 


Na het bovenstaande, dat ik eenigzins 
uitvoerig heb behandeld, kunnen wij bij 
Fig. 37. de berekening der storingen van het regel- 
matige vierkant van 7 kort zijn, ofschoon 
we hier reeds komen tot een reusachtig getal. 
Wij hebben hier eveneens: 
1°. de onderlinge verschuiving van de tusschengetallen 
eener buitenrij, paarsgewijze, waardoor zoowel in de horizon- 
tale als in de verticale buitenrijen 1 X 2 X8X4X5==120 
verschillende standen dezer getallen kunnen voorkomen, 
zoodat hunne combinatie reeds 120 X 120 ==14400 vier- 
kanten doet ontstaan ; 
2°, door het spiegelbeeld van den buitenomtrek ontstaan 
andere diagonalen en daarmede een nieuw vierkant, waarin 
wederom dezelfde verschillende standen der tusschen- 
getallen kunnen voorkomen, zoodat we hierdoor krijgen 
2 X 14400 = 28800 verschillende vierkanten; 
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38°. het ingeslotene vierkant van 5 bleef nog steeds zon- 
der eenige wijziging in de regelmatige opvolging zijner ge- 
tallen. Daar nu het aantal verschillende vierkanten daar- 


van 288 bedraagt, die allen bij de tot nu toe onder 1°. en 
2°, berekende verschillende standen der getallen van den 
buitenomtrek kunnen voorkomen, geeft hunne combinatie 
een aantal van 288 X 28800 == 8.294.400 verschillende vier- 
kanten ; 

4°, om dezelfde reden, als genoemd werd onder 3 bij 
het vierkant van 5, ontstaat ook hier een nieuw vierkant, 
wanneer het ingeslotene eene draaijing van 90° ondergaat. 
Dit nieuwe vierkant kan dezelfde lotgevallen hebben, als 
het oorspronkelijke tot nog toe onderging, waardoor het 
reeds verkregene aantal verdubbeld wordt en nu klimt tot 
2 X 8.294.400 = 16.588.800 vierkanten; 

5°. eindelijk hebben we ook hier, evenals bij het vier- 
kant van 5, eene gelijke som van de hoofdgetallen der hij 
a zamenkomende rijen (Fig. 18), en eveneens van de bij b 
zamenkomende. 

(Wordt vervolgd). 


Nog Gens „Eenioe vraagstukken uit de Waar- 
schijnlijkheidsrekening 


DOOR 


Dr. G. J. D. MOUNIER, (Utrecht). 


Naar aanleiding van het belangrijke opstel van den Heer 
H. Schuitema, getiteld: „Eenige vraagstukken uit de 
Waarschijnlijkheidsrekening’”’ en voorkomende in de jongst 
verschenen aflevering van dit tijdschrift (bladz. 71), zij het 
mij vergund, enkele opmerkingen in overweging te geven. 

Over het algemeen kan ik mij met de ontwikkelingen 
van den Heer S. zeer goed vereenigen; maar enkele punten, 
dienen, volgens mij, eenigszins anders behandeld te worden. 


1) Men zie ook onder Correspondentie. Led. 
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De redeneering, voorkomende in het midden van blz. 73, 
komt mij minder juist voor. 

„Nu is de W., dat het geval zieh voordoet, dat er oor- 
„spronkelijk p witte kogels in de vaas zijn: 


DP 


” 
lens mT gl 
nia varanen 


is een bewering, die m.i. bewijs noodig heeft, daar de 
schrijver blijkbaar uitgaat van de waarschijnlijkheid a priori, 
terwijl hier de theorie van de waarschijnlijkheid van oor- 
zaken in aanmerking moest komen; de zooeven vermelde 
vorm steunt namelijk op deze laatste theorie. 

Het komt mij daarom voor dat het, ter vermijding 
dezer moeielijkheid, beter. is als volgt te handelen, omdat 
men dan werkelijk in gelijkwaardige gevallen splitst, en 
hierdoor geheel binnen de perken van de waarschijnlijkheid 
a priori blijft. 

De eerste keer zal getrokken worden: t) 
òf uit een vaas met 1 witte bal 1 witte of een van de n—l 

zwarten, ee ike veer: 
òf uit een vaas met. 2 witte. ballen een van de 2 witte of 

een van de n—2 zwarte: . . tn jl -gevallen: 
òf uit een vaas met 3 witte ballen een van de 3 witte of 
een van de n—3 zwarte:. . . . … … « _n-gevallen; 


òf uit een vaas met » witte ballen een van de » witte en 

BRAM ANLON EIER Ui ese . … _n-gevallen. 

Totaal resp.: i/o n (n + 1) gev., Ind — 1)gev., #?-gev. 

Al deze n? gevallen staan met elkander gelijk, zijn a priori 
dus even waarschijnlijk, en zouden dus voor den noemer 
eener waarschijnlijkheid kunnen dienen. Weet men dus 
niets anders dan dat er in de vaas zeker minstens één 
witte bal is, dan is de waarschijnlijkheid de eerste keer 
een witte te trekken, als er „ ballen in de vaas zijn: 


Ils nn + 1) zdf nl 
n2 Ge AD n ) 


en als limiet voor n= OO wordt W. !/s. 


2) Hierbij onderstel ik dat vast staat, dat zeker minstens één witte 
bal aanwezig is. 
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Dit geldt dus als de eerste trekking nog moet plaats 
hebben. 

Is deze afgeloopen en is daarbij een witte bal getrokken, 
dan zijn al de gevallen, waarbij de eerste keer een zwarte 
zou worden getrokken, vervallen. Doordien gegeven is dat 
werkelijk een witte bal wordt getrokken, zijn dus de 
ll,n(n — 1) gevallen, waarin de eerste keer een zwarte 
wordt getrokken, geheel uitgesloten; zoodat deze voor de 
bepaling van de waarschijnlijkheid, om de tweede keer een 
witte bal te trekken, niet in aanmerking komen. Er blijven 
dus over totaal 1/, n (n +1) gelijkwaardige gevallen en 
daarvan zijn » gunstig voor een vaas van juist p witte 
ballen. 


De W. dat in de vaas p witte ballen zijn is dus , 


p 
| | Han (nt) 
en de W. dat in de vaas p witte ballen zijn en de vol- 
gende keer een witte getrokken wordt, is dan: 
p Vn 2 p? 
lln (n +1) n nent 1) 
Hier is dus gebruik gemaakt van de samengestelde W., dus 
altijd nog van de W. a priori. De samengevoegde W. nu 
dat, onverschillig voor welke waarde van p, de tweede 
keer een witte getrokken wordt, is dan: 
==} == if} 
- de ig or e 7 2 p=? 
SD 
juist zooals de Heer S. vindt. 

Hierdoor is ook de redeneering vermeden, die ik minder 
juist vind, waarbij p bepaald is door middel van de wis- 
kundige hoop en de waarschijnlijke waarde van p. Vooreerst 
zou bewezen moeten worden dat wiskundige hoop en waar- 
schijnlijke waarde grootheden zijn, die met elkander over- 
eenkomen en vervolgens gaat het m.i. niet aan de W. 
2 


8d ute bepalen door in den noemer het totaal aantal ge- 


n 
vallen te zetten en in den teller niet het aantal gunstige 
gevallen, maar een waarselmjnlijke waarde van het aantal 
gunstige gevallen. 

Ik behoef er wel niet op te wijzen, dat dezelfde correc- 
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tiën in de redeneering dan ook moeten aangebracht worden 
bij de ontwikkeling op blz. 75. 

Een en ander geef ik den lezers in overweging; terwijl 
het de verdienste van den Heer S. blijft, herleidingen te 
hebben gegeven, die, zij het ook met een kleine wijziging 
in de redeneering, uitkomsten opleveren, die anders ge- 
woonlijk met behulp van integraalrekening worden ver- 
kregen. 


NEA Eee D. 


Het doet mij genoegen, dat de heer Mounier door toe- 
passing der W. a priori tot hetzelfde resultaat komt als ik. 
De redeneering van den heer M. is bovendien in dit voor- 
beeld eenvoudiger en duidelijker. 

Wat het bezwaar van den heer M. betreffende de formule 


Ë 
n 


1 2 n 
eeen 


a priori, maar door W. a posteriori afgeleid, en wel door 
te veronderstellen, dat de W. a priori in alle gevallen 
dezelfde is, en dan toetepassen de bekende formule bij W. 
van oorzaken. 

Verder heb ik de waarschijnlijke waarde van p gedeeld 
door #, misschien was het beter geweest direct de waar- 


schijnlijke waarde van De te zoeken. Verschil maakt het 


aangaat, deze is door mij niet door W. 


niet, daar » standvastig is. 

Deze waarschijnlijke waarde moet tot hetzelfde resultaat 
leiden als door toepassing van samengestelde W., daar in 
beide gevallen de W., dat in de vaas p witte kogels zijn, 


vermenigvuldigd wordt met D en dan gesommeerd. 


H. SCHUITEMA. 
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Nog eens Isochronisme, hevattende eene beantwoording 
van den Heer Klelboer te Kampen 


DOOR 


D". G. J. D. MOUNIER, (Utrecht). 


Naar aanleiding van mijn artikel over ’t isochronisme in 
dit tijdschrift (bladz. 10), heeft Dr. Bouman, redacteur van 
„de Natuur’ den heer Kleiboer te Kampen opmerkzaam 
gemaakt op de daarin voorkomende aanhaling uit laatst- 
genoemd tijdschrift, wijl daarvan genoemde heer de schrij- 
ver was. 

Deze heeft nu de beleefdheid gehad mij op een mijner 
vragen antwoord te geven, met vergunning daarvan gebruik 
te maken in ’t Wiskundig Tijdschrift. 

Om zoo min mogelijk plaats in te nemen, laat ik uit het 
schrijven van den heer Kleiboer alleen datgene volgen, 
wat ter zake dienende is, weglatende alzoo wat meer tot 
de private correspondentie behoort. 

De heer Kleiboer dan schrijft: 


„Dat de veranderlijkheid der factoren: w, f, «, en Vv, van 
„invloed is, blijkt o.a. uit: 


„le. De Lick-sterrewacht heeft haar sideraalklok in een 
„luchtverdunde ruimte (constante w.) 


„2e. Verreweg de meeste slingers hangen aan een veertje 
„(geen slijtage, dus geen veranderlijke f). 


„3e. Hoek «, wordt begrensd door de vork, die vast ver- 
„bonden is met het échappement; zoodat het te veel aan 
„arbeid door het anker, dat den volgenden tand stopt, 
„wordt opgenomen, en verder de in het onderste gedeelte 
„van den slinger aanwezige energie dezen doet buigen; z00- 
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„dat de slinger meteen een soort onrust wordt. Deze veer- 
„werking zal bij een door een gewicht gedreven uurwerk 
„constant zijn, natuurlijk niet bij een door veerkracht ge- 
„dreven. t) Daarom is het voor een goed loopen dezer laatste, 
„maar wel in de eerste plaats voor de horloges met onrust 
„noodig, dat zij geregeld opgewonden worden. De ongelijk- 
„vormigheidsperiode is dan bijvoorbeeld een dag, waarin 
„het tijdsverschil geen grooten omvang kan krijgen. Er be- 
„staan electrische uurwerken, waar de slinger door electro- 
„magneten gedreven wordt. De periodes tusschen het opwin- 
„den „zijn hier vrij lang, wel een half jaar, voordat de bat- 
„terij op nieuw gevuld wordt, in welken tijd groote ver- 
„anderingen kunnen ontstaan. Daarom trekken de elec- 
„tromagneten niet onmiddelijk den slinger aan, maar treffen 
„zij telkens een gewichtje, dat aan het eind van den slag 
„door den slinger wordt losgemaakt en er op valt, zoodat 
„de slinger steeds evenveel energie ontvangt. In den stroom- 
„loop is verder een gewone secundaire klok (secunde sprin- 
„ger) opgenomen. 


„In het aangehaalde citaat vroeg U „wat de eerste 
„winding der spiraalveer dan wel was.” De bevestiging 
„van de veer aan de as der balans geschiedt door een naaf, 
„waarin het eind der veer ingeklemd is (zie figuur). Mijn 

„bedoeling was dat daardoor onwillekeurig de 

„vorm der eerste winding een weinig gewijzigd 

(ED „wordt. Uw formule uit „Wüllner”: doorbuiging 

a [3 

JET 

„gende AR zien zult, in zooverre van de mijne 

2 PB 

» EDE’ 

„afstand tot de bevestiging van den balk verandert, terwijl 

„daarentegen op ieder punt van de veer het constante 
„moment PXR werkt. 

„Thans volge het bewijs voor: 


verschilt, zooals U uit de vol- 


dat in de eerste het buigingsmoment met den 


Ĳ) Om dat te beproeven heb ik mijn nauwkeurig gaand horloge een 
tijdlang tweemaal daags opgewonden en het bleek toen evenmin te 
verloopen, zoodat ik vermoed, dat er toch ook hier compensatie be- 
staat. Maar waardoor? Mijn leverancier verzekert mij dat een „snek” 
niet is aangebracht. Schr.) 
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3 P l 
DAS 
NEEN 
BANDS) Eg XxX bds ” 


„geldende voor enkele slingering”. 

De letters hebben hier en in ’t volgende dezelfde be- 
teekenis, alles is aangewezen in het artikel over isochro- 
nisme in het Wiskundig Tijdschrift Jaarg. IV afl. 1, blz. 10. 

De Heer Kleiboer schrijft nu verder: 

„Overal werkt het moment P Xr. Daaruit — 
„volgt (zie figuur). 


mm Zi 


12 P Xr 
„Ag=Aax Ebds ) 


„redeneerende als ter aangehaalde plaatse in 
„Wüllner, met inachtneming van bovenge- 
„hoemd verschil. Dus voor de lengte l is 
„de weg in radialen p door het aangrijpings- 
„punt der kracht afgelegd : 


0 EEL ZET ERDAN 
TED 
„en de werkelijke weg of doorbuiging f — AR X zoodat: 
ek OAD er DCH 
OR hen a ee 


„Uit de laatste formule blijkt, dat'in ieder punt van den 
„afstand f, de weg, dien het aangrijpingspunt nog heeft at 
„te leggen, evenredig is met de kracht, en ongelijke stuk- 
„ken dus in denzelfden tijd doorloopen worden. De maximum 
„snelheid van het aangrijpingspunt is, na den afstand 1/, f 
„te hebben afgelegd: 


MR loads 
„zijnde P de belasting in Kilogrammen. 
„Door de bekende voorstelling van Huygens (punt, dat 


„een cirkel doorloopt; zoodat de abscissen de snelheden voor- 
„stellen) krijgen wij nu: 


„zijnde f de diameter des cirkels, of: 
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„== ve 
9 
„en, hierin f substitueerende: 
Ae LXP Xr? 
et PEET 


„of, zooals ik in het uit „de Natuur” geciteerde stuk had 
staan: 


„== 


LOD 
ee, Eg X bd3’ 


„Deze is geheel zuiver in tegenstelling met de 


„t 


2 
(1 + (5)? sin 5 J-..…) reeks van den slinger”. 


Omtrent mijn vierde vraag, die betreffende de compensatie, 
geeft de heer Kleiboer het volgende antwoord: 

„Als u, en U, de lineaire uit- 
„zettings-coöfficiënten zijn voor ko- 
„per en staal, respectievelijk voor 
„de beide metalen, waaruit de 
„balans is vervaardigd, zal bij een 
„temperatuur t° een lengte verschil 

„d si) (Wz == Us) 
„onstaan per lengte-eenheid, als de beide metaalreepen 
„zich ieder vrij kunnen uitzetten. 

„Aan dit laatste worden zij door de schroeven verhin- 
„derd. Beschouwen wij de uiterst dun gedachte lagen koper 
„en staal, waarmede de beide reepen elkander aanraken, 
„dan zal, daar deze lagen niet ten opzichte van elkaar ver- 
„schuiven kunnen, het koper (dat het meest uitzet) inge- 
„drukt, het staal uitgerekt worden, en wel zoolang, totdat 
„de druk-, respectievelijk trekspanningen, in beide lagen 
gelijk zijn. Uit de algemeene formule der vastheidsleer : 
„verlenging, respectievelijk indrukking spanning 


„oorspronkelijke lengte __elasticiteitsmodul 
„volgt, als E‚ de elasticiteitsmodul voor koper en &, die voor 
„staal is, en « de uitrekking van het staal, dus d—a de 
„indrukking van het koper: 


d—a « 
TAS 


„s 
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„en daaruit voor «: 
SE 
Er 1d 
„en daar d in verhouding tot de eenheid klein is, mag 
„voor «a gezet worden: 


„De beschouwde stalen vezellaag ondergaat de verlen- 

„Zing «, de koperen de verkorting d-a (zie figuur). 
„In iedere volgende laag wordt dit bedrag minder, en 
„aan den buiten- en binnenomtrek van de 


4 h 
ME (d-a)& „velling is het nul. 
Are! h „Per lengte-eenheid is de Naus 
SON IS 


04 


„voor de stalen reep en voor de koperen, welke laatste 
„daarom 
d—a 


« 


edn) 


„tot dikte heeft. 
„De totale doorbuiging is nu: 


& d Ek 
zenne VAT X F5 
„waarbij / iets kleiner dan een halve cirkel is. 
„Voor de waarden u, — 0.000019 en u, == 0.000012 wordt 
„d = 0.000 00 7 t. 
Ek 1 
„Daar / iets kleiner dan zr is, en —- ongeveer Di wordt 


Ks 
„voor koper en staal, is voor deze beide metalen: 


„f — 0.00007 Xt X 7 


„De uitzetting van den spaak wordt door niets belem- 
„merd,en is dus 4 t Of 7 == Us Xt — 0.0000 LORE 
„of als hij van staal was 0.0000 12 € X 7. 

„Is dus 7 ongeveer 10 of 11, dan is de doorbuiging f 
„Viermaal de lengteuitzetting, respectievelijk inkrimping | 
„van den spaak. 


221 


„Was de velling oorspronkelijk recht geweest, dan zou 
„deze bij een temperatuursverandering volgens een cirkel- 


ei « 
„boog gebogen zijn, daar — constant is, en dus ook g. 


h 

„Nu de velling in den evenwichtstoestand een cirkel is, 
„zal zij in gebogen toestand vrijwel een logarithmische 
„spiraal vormen, waarvan 

„log nati A 
„waarvan de rad. vect. 
PRE ND 

„voor den doorloopen hoek w door den rad. vector. 

„Waar A =r wordt, is het neutrale punt, dat bij 
„temperatuursveranderingen zijn oorspronkelijken afstand 
„tot de as behoudt; hierbij te bedenken, dat door de uit- 
„zetting van den spaak beide coördinatenstelsels 7 X u t 
„uit elkaâr verschoven zijn over de middellijn. 

„Staat f tot 7 X ur t als ongeveer twee tot één, waar- 
„van ik in de figuur ben uitgegaan, dan ligt het neutrale 
„punt vrijwel op de helft, en kunnen dus aan weerskanten 
„symmetrisch schroeven worden aangebracht. Het zwaarte- 
„punt van den spaak verplaatst zich over een afstand 
„ile r X ur ts is de massa van den spaak gelijk aan die van 
„twee schroeven, dan kan dus één schroef in het einde 
„der velling die verplaatsing compenseeren. 

„Het kleine eindje, dat het neutrale punt voor het 
„midden, dus tusschen het midden en den spaak ligt, kan 
„dienen om de radiale verplaatsing der zwaartepunten van 
„de schroeven te compenseeren”. 

Met een dankzegging aan den Heer Kleiboer voor de 
welwillende wijze, waarop hij verschillende vragen door 
mij in bovengenoemde aflevering van het Wiskundig Tijd- 
schrift beantwoord heeft, en waardoor hij zeker die lezers 
van dit tijdschrift, die mijn artikel hebben gevolgd, aan 
zich zal verplichten, wensch ik deze mededeelingen te 
besluiten. 
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De Toekomst der Wiskunde. 


Résumé van de redevoering van H, Poincaré op het Mathematisch 
Congres te Rome. *) 


DOOR 


J. H. KEIJSERS. (Katwijk a/d Rijn). 


Om de toekomst der Wiskunde te kunnen voorspellen, 
moet men haar verleden en haar tegenwoordigen stand 
kennen. 

Ís dat niet voor ons, mathematici, een beroepsbezigheid ? 
Wij zijn gewoon te extrapoleeren, en daar wij weten, wat 
extrapolaties waard zijn, is er geen vrees, dat we, bij het 
voorspellen van de toekomst uit het heden en verleden, 
ons illusies maken. 

Er zijn pessimisten geweest, die meenden, dat alle pro- 
blemen reeds waren opgelost. Maar de beteekenis van het 
woord oplossing breidde zich voortdurend uit: de Grieken 
eischten een constructie met lineaal en passer; later kwam 
het neer op het vinden van wortels; daarna was men 
tevreden met algebraische of logarithmische functies. 

Wij behoeven derhalve die pessimisten niet te bestrijden; 
wij zijn overtuigd, dat de wiskunde zich zal blijven ont- 
wikkelen, maar de vraag is: naar welke zijde? Men zal 
mij antwoorden „naar alle zijden” en gedeeltelijk is dit 
waar. Was dit antwoord echter geheel en al waar dan 
zou de vrees, dat onze rijkdommen ons gingen hinderen, 
gerechtigd zijn. 

Mach heeft gezegd, dat de wetenschap de besparing van 
denkkracht moet bevorderen, evenals de werktuigen de 
besparing van werkkracht. En dat is zeer waar. De een 
of ander heeft eens ingezien, b. v. door steentjes te tellen, 
dat 6 X7==42, en hij kreeg het idee, dit resultaat te 
noteeren. Aan hem danken wij, dat we niet opnieuw be- 
hoeven te beginnen. Hij heeft zijn tijd niet verspild, zelfs 
al zou hij voor zijn plezier geteld hebben: zijn werk kostte 


1) Wegens ongesteldheid van Poincaré gelezen door Darboux. 
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hem twee minuten; ’t zou twee milliard minuten gekost 
hebben, als een milliard menschen hetzelfde na hem hadden 
moeten doen. 

Het belang van een feit moet dus naar zijn nuttig effect 
beoordeeld worden, d. w. z. naar de hoeveelheid denkkracht, 
die we daardoor kunnen besparen. 

De oplossing van een ingewikkeld vraagstuk, zonder 
nieuwe gezichtspunten, bevredigt mij niet, want ik weet, 
dat ik in een analoog geval dezelfde moeite opnieuw zal 
moeten aanwenden. Maar ik zal mijn tijd niet verloren 
achten, als het zoeken en tasten bij dit vraagstuk mij het 
verband met een groote groep problemen heeft doen inzien, 
en mij kans geeft op generaliseeren. Wat ik dan verkregen 
heb, is niet zoozeer een nieuw resultaat als wel een 
nieuwe kracht. 

Het eenvoudigste voorbeeld hiervan zijn wel de alge- 
braische formules ten opzichte van getallenvraagstukken. 
Maar iedereen voelt, dat er veel kostbaarder generalisaties 
zijn, dan die in een formule worden uitgedrukt. 

De voornaamste ontdekkingen zijn die, welke ons het 
verband tusschen verschillende reeds bekende resultaten 
doen inzien. Want daar de kracht van onzen geest beperkt 
is, en hij niet alles kan omvatten, is het allereerst noodig, 
dat we eenig begrip krijgen van de orde, die er heerscht 
in de complexe wereld der wiskunde. 

Het is niet uit zuiver dilettantisme, dat de wiskundigen 
zoo groot gewicht hechten aan de sierlijkheid eener oplos- 
sing. De behoorlijke rangschikking der deelen, hun sym- 
metrie, alles wat op orde, op eenheid wijst, m.a. w. alles, 
waardoor wij tegelijk inzicht in het geheel en in de deelen 
krijgen, bevredigt ons aesthetisch gevoel, geeft den indruk 
van elegantie. Maar juist dit scherpe overzicht maakt ons 
de vergelijking met analoge gevallen mogelijk. Een ander 
maal komt de elegantie voort uit het onverwachte samen- 
treffen van elementen, die men gewoonlijk niet naast 
elkander ziet; ook dan is zij nuttig wijl zij een niet ver- 
moeden samenhang openbaart; zij is zelfs nuttig waar ze 
alleen te danken is aan de tegenstelling tusschen de een- 
voudigheid der middelen en de samengesteldheid van het 
vraagstuk, want daar spoort ze aan tot nadenken over 
de reden van dit contrast, een reden die gewoonlijk niet 
in het toeval, maar in een wet te zoeken is. Zoo voldoet 
de elegantie aan een behoefte van onzen geest, die steeds 
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zoekt naar middelen om te generaliseeren, en daardoor 
denkkracht te besparen. 

Die besparing wordt dikwijls verkregen door de keuze 
van een gelukkig woord. Zoo b.v. was er een type van 
strenge redeneeringen, die volmaakt op elkaar geleken, 
en bij vele theorema's terugkwamen: ze waren volkomen 
streng maar zeer lang. Welnu, op een keer vond men den 
naam van uniforme convergentie uit, en dit enkele 
woordje „uniform” maakte de herhaling dier lange rede- 
neeringen onnoodig. 

Men staat er verbaasd over, hoe bij gelukkige woordkeus, 
dikwijls bewijzen voor het eene probleem geheel en al zon- 
der verandering op een ander kunnen worden overgedragen. 
Terloops noem ik slechts het meest voor de hand liggende 
voorbeeld: de quaternionen; ook de woorden groep en in- 
variant hebben een zeer gelukkigen invloed op de ontwik- 
keling der mathesis gehad. Zij verschaffen ons een inzicht 
in de kern van veel wiskunstige redeneeringen; zij hebben 
ons getoond, hoe oudere mathematici dikwijls groepen be- 
schouwden, zonder het zelf te weten, en doen inzien, 
waarom hun onderzoekingen plotseling tot een zelfde eind 
naderden als die van collega’s, van wie zij zich ver verwij- 
derd waanden. Wij zouden nu zeggen, dat ze isomorphe 
groepen beschouwden. Wij weten, dat in een groep de 
grondstof van weinig belang maar de vorm het voornaam- 
ste is, en dat, wie één groep kent alle isomorphe groepen 
meester is. Het idée „groep” hangt samen met „transforma:- 
ties”; waarom hecht men zooveel waarde aan het vinden 
van een nieuwe transformatie? omdat een nieuwe transfor- 
màtie uit één theorema het tien- of twintigvoud kan op- 
leveren. 

De natuur van ons verstand heeft tot heden de richting 
aangegeven, waarin de wiskunde zich moest uitbreiden, en 
zal dit ook in ’t vervolg doen. Maar ook de eischen van 
het practische leven doen hun invloed gevoelen. De natuur- 
kundige en de ingenieur stuiten soms op vergelijkingen, 
die niet tot de integrabele typen behooren. 

Vroeger was men van oordeel, dat een vergelijking slechts 
dan als opgelost mocht beschouwd worden, wanneer de 
integraal door een eindig aantal bekende functies werd voor- 
gesteld, maar deze oplossing is in nauwelijks één van de 
honderd gevallen mogelijk. Wat we echter altijd kunnen, 
of liever moeten doen, is, de vergelijking qualitatief op te 
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lossen, d. w.z. den algemeenen vorm der kromme, door de 
onbekende functie voorgesteld, te zoeken. 

Daarna komt de quantitatieve oplossing, door middel 
van een eindig aantal termen of van een convergente 
reeks. Maar is dit een ware oplossing? Men verhaalt, dat 
Newton aan Leibnitz een anagram van dezen vorm zond: 
aaaaabbeeee dú, enz. Leibnitz begreep er natuurlijk niets 
van, maar wij, die den sleutel hebben, weten dat dit 
anagram beteekent: Ik kan alle differentiaal-vergelijkingen 
oplossen; en wij zijn van oordeel dat Newton óf buiten- 
gewoon geluk had, óf zich buitengewone illusies maakte. 
Hij wilde slechts zeggen, dat hij (met behulp van de 
onbepaalde coëfficiënten) een machtreeks, die formeel vol- 
deed, kon vormen. 

Zulk een oplossing voldoet ons niet meer, en wel om 
twee redenen: vooreerst omdat de convergentie te langzaam 
is, eu vervolgens, omdat de coëfficiënten niet volgens een 
eenvoudige wet gevormd worden. Een O-reeks daarenteg-n 
laat in deze opzichten niets te wenschen over. 

Er blijven dus enkel problemen over, die gebrekkig zijn 
opgelost, ’t zij doordat de wet der coëfficiënten van de 
reeks niet te doorzien is, ‘t zij doordat de reeks te lang:- 
zaam convergeert, om werkelijke berekening mogelijk te 
maken. Kan men dan soms, na veel tasten en beproeven, 
tot een reeks geraken, die wel te benaderen is, dan mag 
dit resultaat voor den man der praktijk voldoende zijn, de 
theoreticus blijft onvoldaan, omdat hij daarmee in analoge 
gevallen niets verder is gekomen. 

Uit het bovenstaande blijkt wel, dat te veel specialiseeren 
in de wiskunde verderfelijk moet werken, wijl het den 
samenhang der verschillende takken van die wetenschap 
verbergt. 

De groote vooruitgang daarentegen is steeds gekomen, 
wanneer twee onderdeelen in hun verband beschouwd 
werden: ook in de toekomst verwacht de wiskunde haar 
uitbreiding van dit samenbrengen. 


In de tweede helft van zijn conferentie gaat Poincaré af- 
zonderlijk na: de rekenkunde, algebra, differentiaal-vergelij- 
kingen, partieele diff.-verg., Abelsche functies, functie-theorie, 
groepen-theorie, meetkunde, cantorisme, en de studie der 
postulata. Voor nagenoeg al deze vakken verwacht hij in 
de naaste toekomst grooten vooruitgang door de leer der 
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groepen en transformaties, terwijl hij verder op meer of 
minder bekende analogiën wijst. Voor dit deel echter, dat 
0.1. buiten de grenzen van W. T. valt, moeten we den 


belangstellende verwijzen naar de Handelingen van het 
Congres. 


Enkele opmerkingen betreffende de Studie 
voor de akten Kl en K \. 


DOOR 


P. VISSER (Den Haag). 


Naar aanleiding van de oproeping in den S3den jaargang 
van dit tijdschrift voldoe ik gaarne aan het verzoek enkele 
inlichtingen te geven aan hen, die zich voor de akten K.I 
en K: V bekwamen. Tot mijn leedwezen kan ik echter 
slechts algemeene opmerkingen maken, daar de bijzonder: 
heden, die zich natuurlijk in grooten getale hebben voor- 
gedaan, mij ontschoten zijn. 

Voor beide akten bedroeg de duur der studie een jaar 
(voor K.I een groot, voor K. V een klein jaar). Hierbij zij 
opgemerkt dat ondergeteekende, door zijne opleiding tot 
officier der Artillerie, met een goeden ondergrond zijne 
studie aanving, en derhalve van de meeste onderdeelen al 
eenig begrip had. 

Ook had ik zoo goed als elken avond de vrije beschikking 
over den tijd, hetgeen eene geregelde studie (naar mijne 
meening een eerste vereischte) mogelijk maakte. 

Voor de akte K I viel mij de studie door een tweede 
reden gemakkelijk, doordat ik op de H.B.S. in Rotterdam 
zulk uitstekend onderwijs in de Wiskunde had genoten, dat 
ik voor de lagere Wiskunde slechts eene opfr issching noodig 
had om weer behoorlijk op de hoogte te zijn. 

Toch waarschuw ik ieder de lagere Wiskunde vooral niet 
gering te schatten. Naar mijne meening moet dat deel 
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waarin men onderwijs zal geven, op een examen, dat 
daartoe bevoegdheid geeft, het zwaarste wegen. 

Om te beginnen: de Rekenkunde. 

Iemand die zich voor de middelbare akte gaat bekwamen 
zal voor dit onderdeel waarschijnlijk niet veel tijd uitge- 
trokken hebben. Toch meen ík dat men goed doet de 
algemeene theorie, die op de middelbare scholen onderwezen 
wordt, nog eens door te lezen, en daarvoor heeft men ook 
niet veel tijd noodig. Het is dan echter eene vereischte die 
theorie in een beknopt en overzichtelijk geheel voor zich 
te hebben, en ik geloof dat hiervoor de boekjes van W.H. 
Wisselink „Kern van de theorie der Rekenkunde” bepaald 
aanbevolen kunnen worden. Ook L. Bij de Ley geeft in be- 
knopten vorm de theorie weer en dit werkje is uit dien 
hoofde voor den candidaat aanbevelenswaardig. 

Men vergete echter niet dat er onderwerpen zijn zooals: 
talstelsels, repeteerende breuken, kwadraatresten, e.a., waar- 
over in de algemeene theorie niet wordt uitgewijd, en die 
daardoor voor velen een punt van studie moeten uitmaken. 
Ook hiervoor 2 zeer kleine boekjes „Talstelsels” en „Deel- 
baarheid en repeteerende breuken” van J. Versluis. Ik meen 
dat over deze laatste onderwerpen op de examens nogal 
eens gesproken wordt, en zoo eenvoudig zijn ze nu niet dat 
men zonder studie hierin een redelijk figuur zou maken. 

Stelkunde. 

Terwijl ik voor de Rekenkunde getracht heb zoo een- 
voudig mogelijk te blijven in het opgeven van studieboeken, 
kan ik voor de lagere algebra niet anders dan een vrij lijvig 
boek aanbevelen n.l. „P. J. Bos. Leerboek der algebra 1, II 
en IIP’, omdat dit een van de weinige boeken is, waarin 
de theorie bepaald streng wordt behandeld en waarin niet 
wordt geschipperd met —+ en —. Vooral die theorie heb 
ik hier op het oog, niet de groote verzameling vraagstukken. 
Deze laatste moge den leeraar welkom zijn, voor den 
candidaat K I is zij minder noodig, want die staat toch al 
reeds op een zoodanig peil, dat de meeste algebravraag- 
stukken geen moeite meer opleveren. Dat neemt echter 
niet weg, dat men goed doet van elke reeks vraagstukken 
bv. enkele der laatsten te maken. Maar de theorie is be- 
paald wenschelijk voor den candidaat. want al schijnt het 
nog zoo eenvoudig, velen kijken toch vreemd op als men 
naar eene strenge bepaling en uiteenzetting vraagt van het 
begrip „negatief getal”, of naar de waarheid — X — = +. 
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(Zie ook Dr. A. van Thyn. „Het onderwijs in de eerste 
beginselen der algebra” Wiskundig Tijdschrift 1sten Jaargang 
bladz. 21). Ik zou eene vraag naar deze grondbegrippen 
op 'texamen zoo vreemd niet vinden, en al is de examinator 
er ook van overtuigd, dat de candidaat wel zal zorg dragen, 
bij het optreden voor de klas behoorlijk er van op de 
hoogte te zijn, als aanstaand leeraar maakt men toch een 
vrij droevig figuur wanneer men op een dergelijke vraag 
het antwoord schuldig moet blijven. Daar verder die theorie _ 
zeer eenvoudig en helder is weergegeven zal het door- 
werken er van toch slechts weinig tijd vereischen. Ook de 
boeken van Derksen en de Laive zijn uitstekend, doch 
minder streng ten opzichte van de genoemde grond- 
begrippen. 

Voor de hoogere algebra is „Lobatto's lessen over de 
hoogere algebra” het werk dat zoo goed als algemeen 
bestudeerd wordt. Men moet dit geheel bestudeeren, ook 
het hoofdstuk over de leer der determinanten, want, hoe- 
wel de wet op het middelbaar onderwijs de onderdeelen 
der hoogere algebra gedetailleerd opgeeft, en daarbij de 
determinanten niet noemt, is het toch, met het oog op de 
geheele studie, wenschelijk dat men dit hoofdstuk wel 
doorwerkt. 

De bovenstaande opmerkingen betreffende rekenkunde en 
lagere algebra hadden de bedoeling een eenvoudigen leid- 
draad te geven voor het opfrisschen van oude kennis. Iets 
anders is het met de hoogere algebra, ten minste voor de 
meesten. Dit onderdeel is een bepaald studievak en aan 
de meeste beginners nog geheel onbekend. Daarom komt 
het mij wenschelijk voor, ook in verband met de vraag 
naar de gevolgde methode bij het studeeren, hier een paar 
opmerkingen te maken betreffende studeeren in het algemeen. 

Een mijner oud-leeraren gaf mij bij den aanvang mijner 
studie de zeer eenvoudige definitie: studeeren is vergelijken, 
en ik kan niet nalaten mijnerzijds den raad, die in deze 
definitie ligt opgesloten, aan allen, die zich in de Wis- 
kunde willen bekwamen, warm aan te bevelen. Men moet 
zich niet tevreden stellen met een enkel werk te bestudeeren 
maar men moet gelijktijdig uit ten minste 2 boeken zijn 
kennis trachten te putten. Hierin ligt niet opgesloten dat 
men beslist tweemaal dezelfde stof uit twee verschillende 
werken moet bestudeeren na elkander, want dan was het 
raadzamer één werk tweemaal door te gaan. Doch men 
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houdt de boeken steeds naast elkander en vergelijkt. De 
stof die op de examens wordt geeischt is zoo oud, dat de 
meeste leerboeken die stof wel bevatten; doch er zal wel 
nooit een schrijver geboren worden, die alles weet uit te 
drukken op een wijze, die iedereen het meest eenvoudig 
vindt. Door dus uit twee werken gelijktijdig te studeeren 
zal men den studietijd eerder bekorten dan verlengen, 
want heeft men met een onderwerp moeite in het eene 
boek, dan zal dikwijls het tweede, door een anderen 
woordenkeus of vorm, het noodige licht verschaffen. Het 
schijnt me daarom het beste om een der boeken als hoofd- 
boek te nemen, en dit van het begin tot het einde te 
volgen. Een tweede c.q. derde kan gebruikt worden om 
duistere punten op te helderen. Na een hoofdstuk, of een 
geschikt gedeelte, uit het eene boek bestudeerd te hebben, 
loopt men dit in het andere vluchtig door, en staat bij de 
verschilpunten een oogenblik stil. Ontegenzeggelijk ver- 
ruimt dit vergelijken het begrip der zaken, die men be- 
studeerd heeft. 

Zoo gebruikte ik naast Lobatto de „Hoogere stelkunde 
door C. van Aller”, en mijn oud leeraar breng ik bij dezen 
mijne hulde voor de zuivere eenvoud, die een stempel legt 
op ’t geheele werk en die mij het, dikwijls noodeloos, 
algemeene in Lobatto’s lessen meerdere malen ophelderde. 
Dit tweede werk bevat echter te weinig voor de eischen 
van het examen K 1, daar de schrijver zich bij het samen- 
stellen er van door bepaalde eischen gebonden zag (zooals 
in de voorrede er van vermeld is). 

De beide volgende punten betreffende het studeeren zijn 
meer van persoonlijken aard, en, hoewel ik me zeer goed 
kan voorstellen dat men het met de aangegeven methode 
niet eens is, kan het voor sommigen misschien eenige 
waarde hebben als ik die mededeel. 

Ik ben bij mijne studie de manier, die ik als kind had 
aangeleerd, blijven volgen, door hardop te leeren, alleen 
met de kleine wijziging, dat ik niet meer hardop las. Na 
een gedeelte, dat als een klein geheel kon beschouwd 
worden, bestudeerd en vooral nagecijferd te hebben, trachtte 
ik het voor te dragen alsof het aan anderen moest worden 
uitgelegd. En dikwijls bleek dan, dat ik wel wat optimis- 
tisch was geweest door te meenen, dat ik het behoorlijk 
verwerkt had. Men leert daardoor de puntjes op de i 
plaatsen en wat nog meer waard is: men dwingt zich tot 
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het vormen van behoorlijke zinnen. Want al wordt men 
niet gehoord, en al is er dus geen ander, die ons zeggen 
kan of we al dan niet duidelijk waren, men gevoelt zelf 
spoedig genoeg of er schakels aan de redeneering ontbreken 
of niet. Ik heb treffende voorbeelden gezien van menschen 
die, behoorlijk onderlegd, hunne kennis zoo onlogisch en 
verward mededeelden, dat er — naar mijne meening zeer 
terecht — bij het examen aanmerking op werd gemaakt. 
En al zou men dan ook door groote kennis dit bezwaar 
opheffen, dan loopt men gevaar met de huisakte begiftigd 
te worden, of, men krijgt de bevoegdheid, men wordt 
leeraar en.... men is, aïthans in den eersten tijd, eene 
kwelling voor de leerlingen en zichzelf. Natuurlijk zullen 
zij, die als onderwijzer zich geoefend hebben in het spreken 
voor de klas, hiermee weinig of geen moeite hebben, maar 
dan is de aangegeven manier voor hen toch nog altijd aan 
te bevelen om de eerst genoemde reden, 

En eindelijk heb ik altijd getracht vlug te studeeren. 
Den raad, dien men aan leerlingen geeft, niet te lang over 
een vraagstuk te denken, als men ten minste de richting, 
waarin de oplossing gevonden kan worden, niet ziet, heb 
ik uitgebreid voor de studie door er mij niet veel van aan 
te trekken wanneer ik, — natuurlijk na eene behoorlijke 
inspanning — een of ander punt voor het oogenblik onop- 
gehelderd moest laten. Dikwijls toch geven onderwerpen, 
die nog komen moeten, een helderen blik op datgene wat 
momenteel moeilijk scheen. Door deze manier te volgen 
heeft men het voordeel, dat de verplichte stof spoedig ver- 
werkt is, zoodat men met de geruststellende gedachte, 
ten minste alles eenmaal „door” geweest te zijn, opnieuw 
begint. Vervolgens is men in de gelegenheid (aangenomen 
dat men in den tijd beperkt is) hetzelfde boek meerdere 
malen te bestudeeren, waardoor men dat boek veel beter 
leert kennen dan wanneer men het één keer zeer langzaam 
doorwerkt. Want ook bij de Wiskunde speelt het geheugen 
een rol, en degene die langzaam studeert, en geen duister 
punt achter zich wil laten, zal, aan het einde gekomen, 
waarschijnlijk moeten getuigen, dat hij het begin eenvoudig 
is vergeten. 

Door deze manier was ik kort voor het examen in staat 
in al mijne studieboeken de duistere punten aan te wijzen. 
In den loop der studie was intusschen dat aantal duistere 
punten gaandeweg kleiner geworden, want bij elke repetitie 
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verdwenen er weer enkele, terwijl door dat repeteeren de 
stof, die ik onmiddellijk begrepen had, in het geheugen bleef. 

Deze methode is natuurlijk gemakkelijk door overdrijving 
tot eene parodie op studeeren te vervormen, doch men 
moet haar met mate toepassen, en elk mensch moet voor 
zich zelf de grens weten te trekken tusschen eene behoor- 
lijke en eene overdreven inspanning. Eindelijk wil ik gaarne 
toegeven, dat niet elk karakter zich tot dergelijke opvat- 
tingen leent. 

Na deze algemeene opmerkingen kunnen de andere onder: 
deelen iets korter worden besproken. 

Meetkunde. 

De Planimetrie repeteerde ik uit Knapper, de Stereome- 
trie uit Molenbroek, om de zeer eenvoudige reden dat ik 
in het bezit was van die boeken. Later maakte ik ook 
kennis met de andere werken dier schrijvers, en ik meen 
dat er nu niet zoo bijzonder veel verschil tusschen bestaat. 
Aan beide schrijvers kan men zich veilig toevertrouwen, 
alleen meen ik dat de werken van Molenbroek nieuwer en 
vollediger zijn. Verder zal men ter aanvulling een boekje 
over de „Nieuwere Meetkunde” van Versluys noodig hebben. 

Overigens zal voor iedereen wel eene groote oefening 
in het maken van vraagstukken eene vereischte zijn. 

Vooral in de Meetkunde kan men steeds voor zulke ver- 
rassende zaken worden geplaatst, dat men zich bijna niet 
genoeg kan oefenen. Het boekje van v. Breen „Wiskundige 
Examenopgaven K. [” bevat eene groote verzameling, 
waarvan ik ieder aanraad zooveel mogelijk vraagstukken 
uit te werken, natuurlijk niet alleen voor Meetkunde maar 
voor al de onderdeelen. 

Voor het bestudeeren van de theorie wil ik nog eene 
kleine opmerking maken, die in het oog van velen misschien 
wel wat naif is, maar die mij toch van het hart moet 
omdat ik zelf er wrange vruchten van geplukt heb. In- 
zonderheid bij figuren uit de Stereometrie moet men zelf 
de teekeningen maken en bovendien telkens in andere 
standen. Ik had de domheid begaan bij het nazien van de 
inhoudsbepaling van het afgeknot driezijdig prisma altijd 
dezelfde figuur te teekenen, zoodat, toen de examinator 
zelf een prisma teekende, dat: niets op het mijne geleek, ik 
de bekende drie pyramiden niet zag, en er eenvoudig niets 
van terecht bracht. 

Dikwijls hoort men de Stereometrische Hoofdstukken 
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van Corneille Landré aanbevelen, doch, hoe interessant 
die hoofdstukken ook mogen zijn, of ze noodig zijn voor 
iemand die meestal in een beperkten tijd examen wil doen, 
en toch al eene behoorlijke hoeveelheid boeken moet door- 
werken, betwijfel ik zeer. 

Beschrijvende Meetkunde. 

Dit onderdeel wordt door velen, die een behoorlijk voor- 
stellingsvermogen hebben te licht geacht. Voor hen, die 
niet in het gelukkig bezit er van zijn, of die nog nooit iets 
over de beschrijvende meetkunde hebben gehoord is ten 
zeerste aan te bevelen: „Descriptive Geometry Models for 
the Use of Students in School and Colleges by Thomas 
Jones” verkrijgbaar bij P. M. Bazendijk, Rotterdam. Men 
vindt daar in een doosje een twaalftal voorbeelden aan- 
schouwelijk weergegeven door middel van omvouwbare 
projectievlakken, die door blikken haakjes in den goeden 
stand gehouden kunnen worden. De verklaringen vindt 
men afzonderlijk vermeld, terwijl de samensteller er nog 
een reeks vraagstukken heeft bijgevoegd die met behulp 
der voorbeelden kunnen worden opgelost. (De prijs is f 1,40). 

Zeer zeker is een goed voorstellingsvermogen veel waard, 
maar al ziet men de oplossing ook dikwijls spoedig, er 
bestaat een groot verschil tusschen het zien en het uit- 
voeren van eene constructie. Hoe dikwijls toch komt men 
bij de uitvoering voor practische bezwaren te staan: het 
snijpunt van twee lijnen valt buiten de teekening, een 
vlak moet uit een zeer bijzonderen stand worden neer- 
geslagen, een deel der constructie moet uitgevoerd worden 
in een ander kwadrant dan het eerste, en zoovele eigen- 
aardige moeilijkheden meer. Ook hiervoor biedt van Breen’s 
verzameling een flink aantal opgaven, en ik raad een ieder 
aan die constructies werkelijk uit te voeren en zich niet 
tevreden te stellen met het „zien” der oplossing. 

Als leerboek gebruikte ik: ‚‚N. C. Grotendorst en J. W. 
C. Beelenkamp, Leerboek der Beschrijvende Meetkunde” 
Iste deel (en 2de deel voor den bol). Daarnaast „E. Catalan, 
Géometrie Descriptive”’ een zeer eenvoudig en duidelijk 
gesteld werkje. In verband met de bovenstaande opmerking 
ten aanzien van het veelvuldig uitvoeren van constructies, 
moge hier nog gewezen worden op de wenschelijkheid, de 
opgaven uit het leerboek over te maken met andere standen 
der figuur. Een veelvuldig werken in het tweede kwadrant 
b. v. kan niet anders dan een verruimenden invloed op het 
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begrip uitoefenen. Hoewel men natuurlijk de algemeene 
methoden der leerboeken kennen moet, is het aan te bevelen 
zich daarvan zooveel mogelijk los te maken. Zoo werd 
mij bij het mondeling examen gevraagd: uit een punt 
buiten eene lijn eene loodlijn op die lijn neer te laten 
zonder daarbij de doorgangen van vlakken te gebruiken. 
Natuurlijk wordt men dan wel, zoo noodig, geholpen, 
maar wanneer men niet kan afstappen van de algemeen 
bekende constructies, dan blijkt juist bij zulke vragen dat 
men toch eigenlijk geen goed begrip heeft van het wezen 
der zaak. 

Naar mijne meening zijn dergelijke opgaven de echte 
examenvragen, althans voor het mondeling gedeelte. Men 
moet niet trachten van zich zelf een vat gevuld met Wis- 
kunde te maken, dat op het examen wordt afgetapt, want 
dan kan men soms veel last krijgen van propjes in de 
kraan, maar het streven moet gericht zijn op het zich 
verwerven van een helder inzicht in de verschillende onder- 
deelen. 

Het is daarom ook verkeerd bij het maken der vraag- 
stukken uit van Breen zich de gegevens altijd maar heel 
normaal uit te kiezen. Het genoemde leerboek geeft wat 
dit betreft zelf de standen der gegevens, en daaronder zijn 
er die pittig genoemd mogen worden. 

Vlakke: en bolvormige driehoeksmeting. 

Hiervoor bestudeerde ik de boekjes van Versluys. 

Of er nu ook andere zijn, die beter genoemd moeten 
worden, hierover wil ik het oordeel niet uitspreken. De 
theorie is zoo eenvoudig, dat het er, althans voor een 
candidaat K.I, weinig toe doet welk leerboek hij gebruikt. 
Voor het schoolonderwijs wordt het natuurlijk eene andere 
zaak, maar dit onderwerp behoort hier niet besproken te 
worden. 

Ook bij deze studie is weer de voorname kwestie: 
oefening, want als er in één tak van Wiskunde veel 
handigheid vereischt wordt, dan is het zeker bij de oplos- 
sing van vraagstukken uit de driehoeksmeting. Door ook 
_vele opgaven geheel op te lossen verkrijgt men vaardigheid 
in het werken met de logarithmentafels, en die vaardigheid 
kan men op het examen goed gebruiken, want voor het 
schriftelijk gedeelte is de tijd zeer beperkt en heeft men 
veel aan vlug en nauwkeurig cijferen. 
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Analytische Meetkunde. 

Eindelijk bestudeerde ik voor de Analytische Meetkunde 
het eerste deel van het werk van prof. v. Geer. Het zou 
mij niet voegen over het werk van iemand, die zoo ver 
boven mij staat, en sprekende over een wetenschap, waarin 
ik nog in den volsten zin van het woord een nieuweling 
ben, een beslist oordeel uit te spreken. Toch moet ik 
bekennen dat de bestudeering van dit werk mij vooral in 
het begin niet mee viel, en dat ook hier het leerboek van 
C. v. Aller „Hoogere Meetkunde”, dikwijls licht moest ver- 
schaffen. Dat neemt niet weg dat ik langzamerhand wel 
thuis geraakte in genoemd werk, en ook zeer zeker groote 
gedeelten met gemak bestudeerde. 

Het werk van Briot et Bouquet „Lecons de Géometrie 
Analytique” is bijzonder duidelijk gesteld, maar is voor 
den Candidaat K.I. veel te uitgebreid. Wanneer men het 
echter op de wijze, die boven werd aangegeven, als 2de of 
3de boek gebruikt, zoodat men de leerstof volgt van een 
boek dat niet te veel bevat, dan is het in alle opzichten 
aan te bevelen, hoewel naast van Geer de vele verschil- 
punten wel eens moeilijkheden opleveren. 

Over het leerboek van Salmon-Fiedler kan ik helaas niet 
spreken, daar ik het niet bestudeerde. Men hoort het in 
den regel zeer gunstig beoordeelen. 

(Wordt vervolgd). 


Inlichtinsen omtrent het examen K. Il, 


DOOR 


W. TINKELENBERG. (Rotterdam). 


Het examen K. IT wordt in twee dagen afgenomen. Den 
len dag heeft het schriftelijk en den 2en dag het mondeling 
gedeelte plaats. 

Het schriftelijk examen bestaat uit het maken van eenige 
vraagstukken omtrent de theoretische mechanica en van 
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een opstel over de kennis van werktuigen of de mechanische 
technologie. 

Wat de vraagstukken betreffen heb ik veel voordeel gehad 
van de verzameling van Dr. Scheltema. Deze vraagstukken 
dient men zooveel mogelijk te maken, ten einde daardoor 
een goede routine in het oplossen te verkrijgen. Hierbij heb 
ik gebruikt het elementair leerboek der mechanica van 
M. H. Spruyt, dat ik ten zeerste kan aanbevelen. Dit boek 
behoort echter voor het mondeling gedeelte uitgebreid te 
worden met het Lehrbuch der technischen Mechanik van 
August Ritter. 

Voor de mechanische technologie werd mij door een der 
examinatoren aangeraden het Lehrbuch der vergleichenden 
mechanischen Technologie van Egbert Hoyer door te werken, 
doch van de textiel industrie slechts een overzicht te 
nemen. Ook kan men hiervoor gebruiken, „Grundrisz der 
mechanischen Technologie van Max Kraft” (Wiesbaden, 
Kreidels Verlag), dat naar het bovengenoemde leerboek van 
Hoyer bewerkt is. 

Wat de kennis der werktuigen aangaat, heb ik de auto- 
graphieën van Prof. P. v. d. Burg gebruikt, die niet in den 
handel verkrijgbaar zijn, doch wel door een ingenieur ver- 
schaft kunnen worden. Tevens gebruikte ik hierbij met 
succes het 2e deel van Ch. Delaunay, Practische en theore- 
tische mechanica, bewerkt door C. Krediet. sl 

Voor dit gedeelte van het examen, n.l. de kennis van 
werktuigen en de mechanische technologie is de hulp van 
een ingenieur bepaald noodig, of men dient de colleges der 
Techn. Hoogeschool te volgen. 

Het schriftelijk examen bestond in 1902 in het maken 
van een opstel over één der navolgende onderwerpen: 

1. Welke hefwerktuigen, bestemd voor zware lasten zijn 
u bekend? Omschrijf, door schetsen toegelicht, de inrichting 
en werking van een dier werktuigen. 

2. Zoo gij eenige fabriek hebt bezocht, behoorende tot 
de mechanische bedrijven, wordt een overzicht gevraagd 
van de in dat bedrijf voorkomende bewerkingen. 

3. Welke bewerkingen kan men de metalen en het hout 
doen ondergaan? Omschrijf éen dier bewerkingen naar keuze, 
door enkele eenvoudige schetsen toegelicht. 

(De examinator was hierbij zeer gesteld op nette duidelijke 
schetsen !) 

Verder in het oplossen van een 3-tal vraagstukken, waar- 
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van mij de juiste redactie is ontgaan, doch waarvan het 
le betrekking had op een kegel, die door middel van een 
koord aan den top bevestigd, was opgehangen tegen een 
vertikalen muur. Gevraagd werd in den evenwichtsstand de 
spanning in het koord, de hoek, dien de as van den kegel 
met den muur maakte en de druk tegen den muur. 

't2e vraagstuk bestond uit: een kogel aan een draad 
bevestigd, die in een horizontale richting werd uitgespannen 
en daarna losgelaten. Gevraagd werd het punt te bepalen, waar 
de vertikaal van het vaste punt door de kogel gesneden werd. 

In ’t 3e vraagstuk waren 8 punten 4, B en C op een 
cirkelomtrek (middelpunt M) gegeven. Uit 4 werd een veer- 
krachtige bol gestooten naar B. Deze bol keert na terug- 
kaatsing in B en C naar 4 terug. Gevraagd werd: de hoek, 
dien 4B met AM maakt. 

Bij het mondeling gedeelte werd bij de theoretische 
mechanica uitvoerig stilgestaan bij de beweging van een 
materieel punt in een gesloten cirkelvormig omgebogen buis 
en bij de traagheidsmomenten. 

Bij de kennis van werktuigen en de mechanische tech- 
nologie werden enkele autographieën besproken, iets over 
papierbereiding, drukkerij, zetmachine, over het verlagen 
v/h smeltpunt bij legeeringen, hetgeen ter sprake kwam bij 
het gietmetaal. 

Bij een algemeene ontwikkeling en goede leiding kan 
men zich in twee jaar voor dit examen goed voorbereiden. 

Uit bovenstaande blijkt voldoende, dat door zelfstudie de 
acte K II niet te verkrijgen is. 

Het bezoeken van fabrieken, ook van de kleinere, is 
zeer nuttig, mits men een goeden leidsman heeft. 


b 
In een trapezium Is € == 2 X BEE Dea 0 
1 l l 
dus Hm + 5 
ä Bij het teekenen van stralen van een lich- 


en tend punt naar een lens, evenwijdig aan de 
AT hoofdas en door een der brandpunten, ver- 
krijgt men een trapezium (door deze stralen 
voor en na breking gevormd), waaruit onmiddellijk volgt: 
(end | 
RU F.J. Vazs. 
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Betrekking tusschen oppervlakken op kegel en bol 


DOOR 


M. DE VOS, (Leeuwarden.) 


Naar aanleiding van vraagstuk 28 (blz. 15 der oplossingen) 
moge het volgende hier een plaats vinden. 

Eene regelmatig gebroken lijn A B C D E wentelt om 
eene in haar vlak gelegen en door haar middelpunt OQ gaande 

| as. De zijden AB, BO, 

CD en DE beschrijven 
elk een afgeknotten 
kegel. Het verlengde 
van eene der zijden b.v. 
GD snijdt de as in 7. 
Op de lijn TBC worden 
van uit 7 uitgezet de 
afstanden Mlms HA 
dd ten Tek: 

Door de lijnen aB en 
AB worden bij omwen- 
teling om TÔ gelijke 
oppervlakken _beschre- 
ven, evenzoo door Cd 
en CD, door de en DK. 

Om dit te bewijzen 
bepalen wij de opper- 
vlakken door de en DE doorloopen, welke wij respect. 
door O, en 0, zullen aanduiden. 

Uit het midden m van de wordt de loodlijn mf op de 
as neergelaten. Men heeft dan 


0, = 2 X de X mf. (1) 
Zij verder M het midden van DE, en MF de loodlijn op 
de as, dan is 


Oz = 2 X DE X MF 
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waarvoor gelijk bekend is, ook kan worden geschreven 
Or 20 RDE (2) 
zijnde G en H resp. de voetpunten der loodlijnen uit Den & 


op de as neergelaten. 
Nu is de = Te — Td 


MELK EE —= + (Te de TU) ze en dus 
m 
O0, == (Te — Td?) ú . (3) 


Voor de herleiding van (2) heeft men: 
GH == 0H— OG en Oy = 2m (OH — OG) MO. 
TE? —= TO? + OE? + 2 TO X OH. 
TD? — TO2 + OD? 42 TO X OG. 
TE2— TD? =2 TO X(OH — 0G). 
TE2 — TD? 
za Dt 


Opr (TRP — TD) X io 


OH — 0G = 


Door TE —= Te, TD == Td en MO S KO rheenen 


KO 
Oan HE Td?) pe TO (4) 
Uit de gelijkvormigheid der driehoeken Tfm en TKO volgt: 
mf KO Be 
non zoodat uit (3) en (4) volgt: 
mf 
Os lj (Te? En Td?) Dr AD == Os w. t. b. w. 


Bij het voortdurend grooter worden van het aantal zijden 
en het afnemen van de lengte daarvan, gaat de gebroken 
lijn ten slotte over in een boloppervlak rakende aan den 
kegel TBC. De bollen met T als middelpunt, gaande door 
A, Den HE, zullen ook resp. de punten a, d en e bevatten. 

Men komt hierdoor gemakkelijk tot de eigenschap. _ 

Wanneer T de top is van een kegel, welke den bol O raakt, 
zuilen de oppervlakken van den bol O en den kegel, begrepen 
busschen twee concentrische bollen met T als middelpunt, aan 
elkaar gelijk zijn. 
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Hetzelfde zal gelden voor andere bollen welke den kegel 
raken, waardoor men kan besluiten, dat de oppervlakken 
der verschillende bolschijven ook onderling gelijk zijn. 


Opmerkingen 1. Denkt men zich den top 7' op oneindigen 
afstand geplaatst, dan gaat de kegel over in een rakenden 
cilinder, de concentrische bollen worden platte vlakken 
loodrecht op de cilinderas, en wij vinden dan het bekende 
verband tusschen het bol- en het cilinderoppervlak. 


2. Denkt men zich den tophoek des kegels grooter 
worden en ten slotte den kegel overgaan in een plat vlak, 
in een punt waarvan de verschillende bollen een gemeen- 
schappelijk raakpunt hebben, dan ontmoeten wij de eigen- 
schap in vraagstuk 28. 


8. De hierboven bewezen eigenschap geeft een middel 
aan de hand om eene kegelvormige kaartprojectie van een 
deel der aardoppervlakte te ontwerpen, waarbij de inhouden 
der afzonderlijke deelen ongewijzigd worden in kaart ge- 
bracht. (De aarde als bol beschouwd). Eveneens geven de 
beide grensgevallen (cilinder en plat vlak) dergelijke projecties. 


4. Het bovenstaande werd bij eene bespreking van kaart- 
projecties door mij eerder medegedeeld in het Tijdschrift 
voor „Kadaster en Landmeetkunde, jaargang 1895, le afl. 


Minimum van deviatie ” 


DOOR 


J. M. THIEL, (Amersfoort). 


De deviatie d, die een lichtstraal ondergaat bij breking 
door een prisma bedraagt, zooals bekend is, + % —a, 
(voor de beteekenis der letters zie fig. 1). Deze afwijking 


1) Deze mededeeling werd ontvangen, terwijl bladz. 191—193 van 
den derden jaargang ter perse waren. Red. 
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is minimaal, als 4 —= {. Voor deze laatste stelling wordt 
gewoonlijk het goniometrisch bewijs van Eisenlohr gegeven. 
Een eventueel planimetrisch bewijs 
moest dacht mij minder gekunsteld 


WO en aanschouwelijker zijn. Ik vond _ 
_ er het volgende op. 
BS ONE Eigenschap: Neemt men op den 


En 


7 grootsten van twee concentrische 
cirkels twee vaste punten A en 5 
en trekt men uit 4 en B twee even- 

Op wijdige lijnen, die den kleinsten cir- 
Á UN kel voor de eerste maal snijden in 


A' en B’, dan heeft de koorde 4’ B’ 
van den kleinscen cirkel de kleinste 


Fiel: 
waarde, als de lijnen AA’ en BB' loodrecht op AB staan. 


Bewijs: (zie fig. 2). Is / A >> 90° 
en dus / B << 90°, dan zal in cirkel 
C, de koorde B'B" dichter bij M liggen 
en dus grooter zijn dan koorde 44". 
Daar de punten 4 en B echter de- 
zelfde macht hebben ten aanzien van 
Co, zal dus AA’ >> BB'. Neemt men 
nu-D.óp AA’ zóó dat ADE 
dan zal A 4’ B’ D stomphoekig zijn 
in D, dus-4A'B'7> B: Dof ook 

Fig. 2 > AB. Alleen, als de lijnen 44’ en 

__ BB’ loodrecht genomen worden op 

AB, zal 4A'B'== AB. In dezen stand heeft dus 4B hare 
kleinste waarde. 


In fig. 3 hebben de cir- 
kels C, en C5 tot stralen 
de brekingsindex n en de 
eenheid. Plaatst men nu 
links en rechts van de 
normaal ME de hoeken 
ren r uit fig. 1 en con- 
strueert men dan met be- 
hulp van C3 de richtingen 
MC en MD der in de op- 
tisch minder dichte mid- 
denstof getreden stralen, 
dan zal, daar r +7’ =a, 
boog 4 Ben dus ook koorde 
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AB eene constante lengte hebben. De koorde 4’B', dus 
ook de boog A'B' of ook /A' M B’, die gelijk is aan { + %, 
zal dan de Kleinste waarde hebben, als 44’ en BB’, dus 
Oos Godrecht staan -op- AB deals p= rofi =t. 
Daar Òò =H — a, heeft Ò dus ook hare kleinste waarde, 
Bl 


Een Trapezium te construeren als gegeven zijn 
de opstaande zijden en de diagonalen 


C. KREDIET, (Rotterdam). 


Ik kwam op het denkbeeld dit vraagstuk onder handen 
te nemen naar aanleiding van de door den Heer W. H. 
Wisselink opgegeven vraagstukken N°. 87 (bl. 45, 2en je). 
Bij ’t nazien der ingekomen antwoorden bevredigde mij er 
geen, zij gaven mij allen te ingewikkelde uitdrukkingen, 
om daarnaar dan een lijn te construeeren. In elk geval 
zijn de volgende drie oplossingen, wat de meetkundige uit- 
voering aangaat, korter. 


fe Constructie: 
Maak amel DR CB "dans 
IND Ee AN BE JUS 


DARTEN DE 
OET R BC 


en daar 
DE Gj 
OREN ik. 
RR ee 
d 


en MB 0d. 
Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 16 


242 


Nu is ook BH: AE =e:d dus is- A BEF A AEBS 

Maak ook 4 ECG =/ EDA dan is A EGC ev A EAD dus 
NN 

daten ce Er 


en A AEG ov A BEA. Hieruit volgt BF / AG. — 


Uit AB: AGIS NE Ai VOG 
HE EN 
AG BE AK d2 
Passen we nu op de koordenvierhoeken DFBC en DAGC- 
de stelling van ‘Ptolemeus toe zoo vinden we: 
BF.CD + DF. BC = BD.CF 
en AGODA OER 
en dus is 
d2. DF. BC —c?. CG. AD —=d?. BD. CF — c2. AC. DG. 


d.i: d2. ee ea cd? (d — AF) — ec? d(e + BG) 


of b2 atd 2d. AF He. BG). . « . (3) 


Uit de gelijkvormigheid der A A ADF en GCB volgt 
EDO ADEN 


dus AF: BG = aimed 
dat CBG == d.AF 
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In (8) overgebracht, vinden wij 
(A2 + d2) — (02 Hc) 
AF = a. 
od (4) 
Van A ADF zijn nu de drie zijden bekend, waardoor 
deze te construeeren is, enz. 
Opm. Construeert men de vierde evenredigen (1) en (2) 
door middel van een rechten hoek dan wordt de constructie 
voor (4) zeer eenvoudig. 


ge Constructie; 


Trek een cirkel door 4, B en C. Deze snijdt CD in E 
en alsdan is BE= AC, Al = BO. Verleng AD tot zij den 
cirkel in # snijdt. 

NERI ANS BCH Ar ADC want /. CBE —= / DAC en 


0 Zo bh Sr/s ACD dus 
BAC BOE BR. 
Hierdoor is BF als vierde-evenredige gevonden. 


Verder is volgens Stewart: in A A BEC en AEC: 
c2.CH —= d2.CD + b2 DE — CH. DE. CD 
a2.CH —= d2.DE + ba. CD — CH. DE. CD 

dus geeft optelling, na deeling door C4 

ar 2—=b2H d2—2 DH, CD 
ei 


Hierdoor zijn de zijden van A BDF bekend, waardoor 
de hoek ADB geconstrueerd kan worden. Enz. 


dus ook 
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3e Constructie : 

Noem de evenwijdige zijden p en g. Trek DE // BC en 
CE // BD, daarna AK, dan is OQ het midden van AK, 
DO=t(q —p), CO=}(q +p). 


Laat uit D en C loodlijnen op AE neer. Nu is: 
D2 —at=PE APS AEX OE 


d2— 2 —= AQ? — HAK X2 O0 
dus 


Beschrijf nu op een willekeurige lijn als basis twee drie- 
hoeken met a en b en met c en d als opstaande zijden. 
Laat uit de toppunten loodlijnen op de basis neer. Noem 
die voetpunten P en Q. Noem het midden der basis 0 dan 


Hiermede is de verhouding der evenwijdige zijden ge- 
vonden en dus de verhouding der stukken, waarin de 
diagonalen elkaar verdeelen, zoodat de driehoek AFD te 
construeeren is. Enz. 
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Merkwaardige producten en quotiënten 


DOOR 


F. T A. CEDEE, (den Helder). 


Wanneer er sprake is van merkwaardige producten, heeft 
men doorgaans de volgende zes op het oog: 


(a + 12 = a? + 2ab + b2, (a — by? = a? — Z2ab + b?, 
(a — b) (a? + ab + b2) =as— 18, (a + b)(a2 — ab Hb) =a? + b8, 
(a + 6) (a — b) = a? — bî, EJP) 9) == (DHA PI- 


Op verschillende wijze is aan deze formules uitbreiding 
gegeven, zooals uit de volgende blijkt: 


eel dee Ed. ob) 


(a b)(art jar at th tlg (2) 
(a H-b)(art— qr b HQ D= ar — D" (3) 
(a H-b)(a2r — an 1b Ham 3h2— brt brt (4) 
(@d-a) (db) (a He)... == Har at r?Yab...(5) 


Omtrent deze laatste formules valt op te merken, dat (2), 
(3) en (4) tot elkander herleidbaar zijn, daar (2) bij ver- 
vanging van b door — b overgaat in (5) of (4) naar gelang 
n even of oneven is. Verder, dat er naast die producten 
andere staan, welke punten van overeenkomst vertoonen. 

Op blz. 17 en volgende van den tweeden jaargang werd 
namelijk bewezen: 

Vormt men ” tweetermen, door bij a op te tellen een 
term b achtereenvolgens vermenigvuldigd met een der » 
wortels van de vergelijking #2” — 1 —= 0, verder van elk dezer 
tweetermen #” drietermen door op gelijke wijze met een 
term c te handelen enz., dan zal het gedurig product van 
de veeltermen, die op deze wijze ontstaan, een veelterm 
opleveren, waarin alleen exponenten voorkomen, welke door 
n deelbaar zijn. 

Bepaalt men zich nu tot het samenstellen van twee- 
termen, dan komen we tot dezelfde producten, als onder 
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(2), (8) en (4) voorkomen, waaruit blijkt, dat deze laatste 
met de eerstgenoemde tot een enkele groep te vereenigen 
zijn. Zoodoende kunnen nu de merkwaardige producten tot 
drie zulke groepen worden gebracht, waarvan de eerste dan 
de machten van veeltermen bevat en de laatste door die 
producten wordt gevormd, welke bij de studie der hoogere- 
machtsverlijkingen aan breede beschouwingen worden onder- 
worpen. Wij zullen in het volgende de tweede groep wat 
nader onderzoeken. 

Voor we hiertoe overgaan, willen we eerst het volgende 
overeenkomen: a + b Jc... stelt een veelterm voor, ter- 
wijl a,, 45, 43... On de ” verschillende wortels van de ver- 
gelijking x” — ar — 0) aanduiden. Hierbij vervangen de aan- 


2 4 
wijzers 0, 1, 2, 8,.…. # dus de argumentens0ë ik ee: 


n 
Ge, A, zen Bij deze aanname bestaan de volgende betrek- 
kingen: 

dof dn ONZ Op = Ünip= Dine 
Ap. ba — Abp+q (dr) 
(2 + ay) (@ + 40) (ax + 03) ……… (U + An) =t" Had” . … . (8) 
waaruit volgt in verband met (5) 

2 A= D= E00 SA 


In de eerste plaats willen we nu op een meer natuur- 
lijke wijze, dan in bovengenoemd stukje tot deze gedurige 
producten trachten te geraken. Stellen wij nog eens de 
vraag, waartoe het meetbaar maken van noemers aanlei- 
ding gaf: een veelterm te bepalen, die deelbaar is door den p- 
term a + b 4e... en alleen die machten van a, b, c.… 
bevat, wier exponenten #-vouden zijn. De gevraagde veel- 
term moet derhalve eene rationale functie f(a”, bh”, c*, —) 
van de nde machten der termen a,b,c... zijn, welke deel- 
baar is door ad b+-c-... Is echter F' (a”, b”, c?‚...) 
deelbaar door a + b+-c+..., dan is zij dit b.v. ook door 
a+ bj He +... Zij namelijk F(ar,b" ‚cr... : (AAD Hed...) 
— (©) dan zal deze uitdrukking bij vervanging van b door 
b, overgaan in PF (a, by”, c?..):(a tb; Het...) = 4 
waarbij @, ontstaan is door in @ alle letters b te vervan-_ 
gen door b4. 

Derhalve is F' (a”, bj”, c*. ..…) deelbaar door a + bj + ce +...) 
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DURCH LeMRVOleens (6) vens (0). Far, bt dt ndi 
F (a”,b*, c*...) zoodat a + by + ec +... ook een factor van 
F (ar, br, c*‚..…) is. Dit zelfde geldt nu blijkbaar voor elken 
p-term a, + br, + Cc, +... waarbij q, 7, s,... een per- 
mutatie p aan p van de aanwijzers 1, 2, 8... vormen, 
waaronder ook gelijke mogen voorkomen. Verder ziet men 
in verband met (6), dat op deze wijze alle mogelijke p- 
termen ontstaan, waarvan de deelbaarheid op F'(a”,b",‚c*...) 
door den deeler a + b +-c +- ... veroorzaakt wordt. Het 
aantal dezer deelers, den factor a + b + c +... inbegrepen, 
is nu gelijk aan het aantal permutatiën met herhalingen p aan 
p van » elementen, en dus u?. Waren al deze factoren onder- 
ling ondeelbaar, dan zou het gevolg zijn, dat f(a”, br‚e”.. 
minstens van den graad „? moest wezen. Dit is echter 
niet het geval. Wij kunnen toch elken factor door 1, 
deelen, waarbij k telkens zoo gekozen kan worden, dat 
de aanwijzers van d overal o worden. Het aantal verschillende 
factoren herleidt zich dan tot het aantal permutatiën met 
herhalingen van de aanwijzers behoorende bij hb + c..., 
waarvan het aantal „? is. Deze nu kunnen niet meer 
onderling deelbaar wezen, daar een gemeene deeler van 
twee der factoren en tevens eene van de eerste termen a, 
zou moeten zijn, welke echter door de laatste herleiding 
alle gelijk zijn geworden en de deelbaarheid door a of een 
deeler van a in het algemeen is buitengesloten. Alles te 
zamen genomen blijkt hieruit dat, zoo F' (af, br, c..) 
deelbaar is door den p-term a + b + ec +-... deze functie 
net onderling ondeelbare factoren bevat, welke op de boven- 
vermelde manier met a Jb 4e... in verband staan. 
Nu werd bewezen (2en jaarg. blz. 18) dat het gedurig pro- 
duct van deze n?-t factoren een veelterm oplevert, die 
aan den gestelden eisch voldoet; na al het voorgaande 
weten wij dus bovendien, dat de op die wijze bepaalde 
veeltermen de eenvoudigste zijn, en er dus in het algemeen 
geen veeltermen bestaan van lageren dan den graad n?—t, die 
deelbaar zijn door den p-term a + b HC... en rationaal 
ten opzichte van de n°® machten zijner termen. Wij zullen 
in het volgende voor deze vormen het symbool 25 ge- 
bruiken, waarbij dus de onderste aanwijzer het aantal 
termen van den deeler en de bovenste de exponent van de 
machten der termen aanduidt, ten opzichte waarvan 2 
rationaal is. De p term zelf wordt op deze wijze aange- 


hd 
geven door 2. 
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In de tweede plaats gaan we een formule afleiden, waaruit 


de vormen 2; kunnen berekend worden. Dit is niet alleen 
wenschelijk , maar ook noodig, daar men bij rechtstreeksche 
vermenigvuldiging (afgezien van den arbeid, dien ze vraagt) 
in de meeste gevallen voor de moeilijkheid zal komen, dat 
complexe getallen moeten worden opgeteld, waarvan de 
reëele en imaginaire deelen onmeetbaar zijn, zoodat langs 
dezen weg de coëfficienten in de ontwikkeling alleen bij 
benadering zouden kunnen worden gevonden: Wij zullen 
ter vereenvoudiging bepaalde waarden voor n en p kiezen 


8 : k 
en de formule berekenen voor 24 (lees: sigma, drie, vier). 


In dit geval hebben we de volgende pe 16 factoren: 
dbi der Artdot Ged betr A 
atb; + at bg Heg A+ b3 J-C3 A H- by +03 _ (10) 
atb db AF At ba TG 
abi He4 Ad Dte AH Dg te AH Dy H C4 

Vooreerst knnnen we elken factor verdeelen in den on- 


veranderd voorkomenden term a en een veranderlijk voor- 
komende rest 7. De zestien verschillende resten, die wij 
bij de factoren vinden, zullen wij achtereenvolgens aan- 
duiden door 74, 73 ....”16, waarbij de lezer in het oog dient 
te houden, dat hier de aanwijzers hunne gewone beteekenis 
hebben. In verband met (5) kunnen we nu schrijven: 


—él 5 5 
23e gla Er, Halt nr, ro dn oan en 
AS AR Tg eerie 115 — Ti To Tg ide 116: 


Er blijft ons nu slechts over de symmetrische functiën 
2 ri, 27173 enz. te bepalen. Daartoe bewijzen wij de vol- 
gende eigenschap. 


Eig. L.: Wlke rationale symmetrische functie van ry, Ta...746 
is rationaal ten opzichte van de 4e machten van de termen 
van r 

Bewijs: De resten r zijn (p—l)-termen, terwijl de aan- 
wijzers de permutatiën met herhalingen vormen van » 
elementen p—l aan p—l, wat overeenstemt met het aantal 


factoren van à, dat n?t is. Verder zal een functie, welke 
symmetrisch is ten opzichte der resten 7 het ook zijn ten 
opzichte van de termen van 7, afgezien van hunne argu- 
menten. Ten laatste kan eene symmetrische functie van 
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11 Y3--.r4g niet anders dan 4e, 8e... 4mde machten van b 
bevatten. Vermeerderen we namelijk in alle resten 7 de 
aanwijzers van b met 1, zoo gaan de resten 7 in elkander 
over, b.v. b, + ec, in ba + ce; Do Hey in bz + Cy; bz + Cy in 
bate; ade, in bete, = by He. Hieruit volgt dat 
eene symmetrische functie van 7 79...74g hierdoor niet 
verandert. Dit nu kan alleen het geval zijn, wanneer de 
exponenten van b in de ontwikkeling van de symmetrische 
functie viervouden zijn. Kwam toch b.v. een term b7 voor, 
dan zou deze bij vermeerdering van de aanwijzers van b 
met 1 overgaan in (bj)? — bj — bs welke waarde van b7 
verschilt. Daar nu wat voor b waar is, ook voor de 
overige termen van 7 geldt, zoo is de symmetrische functie 
rationaal ten opzichte van de 4e machten van alle termen 
vam 7. 

We kunnen van deze eigenschap een belangrijke toe- 
passing maken, bij de berekening van de symmetrische 


functie Xrí. Vooreerst zal deze functie voor alle waarden 
van q, die geen 4-vouden zijn, niet rationaal kunnen wezen 
ten opzichte van de 4e machten van b en c,‚ tenzij ze 
onaf hankelijk van deze twee grootheden is. Haar graad 
moet daärtoe toch noodzakelijk een viervoud zijn. Om nu 
hare waarde voor q is geen viervoud te bepalen kunnen 
we b en c gelijk 0 stellen, waar door we vinden: 

Eig. IL. De som der qde machten van r‚, Ta... Tig iS 0 
voor alle waarden van q, die geen viervouden zijn. 

Doch ook voor het geval q een 4-voud is, kunnen we 


met behulp van Eig. Il, de waarde van > rí bepalen. Voor- 

eerst valt op te merken, dat in 7í b.v. (b, + c)° de vijfde 
8! 8! 

Dee 4 (et is ER 

term EN (b)* (cj) is, of RN 

algemeen elke term, waarbij de exponenten van b en c 

4-vouden zijn, zal dus gelijk wezen aan dien, welken men 


: 8 Ee ne 
gekregen had, zoo men in 71 de aanwijzers bij b en c had 
weggelaten. Voor de som van deze termen bft in 27,8, 


btct. Deze term en in het 


414! 
men afb’, waarbij k en / geen viervouden zijn, zullen ont- 


breken, zoo zijn ons alle coëfficiënten in 271 bekend. We 
vinden alsdan: | 


vinden we dus 16 X b*cf, Daar nu in 27? alle ter- 
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3 rt = 16 (bf + Cé) 


(12) 
12! 
814! 


B rn bec Gen bte had 


Uit de waarden, die wij hier voor X7r{ vonden, kunnen 
we nu ook de symmetrische functiën 27, 79...7: bere- 
kenen ; we maken daartoe gebruik van de volgende uit de 
hoogere algebra bekende betrekkingen. 


be e8 + cl2) 


5 + D= 0 
Sy +1 51 + 22 =0 
93 + O2 J P2 Si + 3p3 =O (13) 


S, ED en Eer DER TEN de; 


waarbij $, de som der kde-machten van de wortels eener 
hoogere-machtsvergelijking en p‚ de kde-cöfficient dier ver- 
gelijking voorstelt. Daar nu elk stel waarden tot wortels 
eener hoogere machtsvergelijking kan worden gemaakt, 
zoo kunnen deze betrekkingen ook in de volgende gedaante 
worden geschreven. 

Si En Za, zE 0) 

Sg — 5 Zag HA Ze, ag =0 (14) 

93 — ede Ree Zo, ne dg dm 


Uit de erste h Rn vergelijkingen nt behulp van de 
theorie der determinanten 2e,; Za, 09;... 2aj 49... Gr OD- 
lossende, vinden we: 


se 
d is FCS 

Is, s, SI 
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Door middel van deze laatste formules (15) kunnen we 
nu 25 berekenen. Vooreerst merken we weer op, dat alle _ 
symmetrische functien 274 79... waarvan de graad k geen 
4-voud is, in verband met eigenschap 1 weder O zullen zijn, 
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wat ook uit de formules onder (15) in verband met eigen- 
schap II blijkt. Hierdoor vinden we reeds 


4 . BSE A Ô ” 
23 =albJalf ar, rorary Ja8 ry ro rg Hat Sr, ro rio H- 71 72716 


In verband met de formules (15) en eigenschap Il, is nu 


E00 0100 
SMS 340 SMO 20 1 
Dh Vgl? ad 21 == = ) , 16) 
B ASS 3 TSN ONO 03 zina (19) 
Sets 8,0 0 0 


Op deze wijzet) ook de overige functiën berekenende 
krijgen we: 


al2 aë | S, 4 af 


SEN CSR 4 ip zaad 
AE 4 48 | S;S, | 48.12 


l Sans 0 
SIEN SOTO n2 al) 
516 919 98 54 


waarbij voor S4, Sg, 919 en Sig genomen moet worden, wat 


onder (12) voor 27; Art; 2ri?; 2r,e gevonden werd. Het 


volledige ontwikkelen der hiei gevonden formule zou nog 
al bewerkelijk zijn. Dit is echter niet noodig om tot een 
bruikbare uitkomst te geraken. We kunnen bewijzen, dat 
2; symmetrisch is ten opzichte van a, b en c. Dat dit 
het geval is voor b en c, ziet men onmiddellijk uit de 
factoren onder (10); voor a en b kan de symmetrie op de 
volgende wijze worden aangetoond. Vermenigvuldig de 
factoren der le, 2e, 3e en 4e kolom onder (10) resp. met 
13; 19; 14 en 14. Daardoor is het product 2; met 

(13)4. (lo). (lt. (1)f —= 1 vermenigvuldigd en dus onver- 
anderd gebleven, terwijl de factoren dezelfde zijn geworden 
als die, welke men zou gekregen hebben bij verwisseling 
van a en b. Hieruit volgt, dat we voor 2} kunnen schrijven 


SiS t ASabtl- BSaëbe- CSaöbtct (18) 


1) Eenvoudiger is het reeds in de formules (14) de waarden Sy =0 
enz. in te voeren en daarna de vergelijkingen op te lossen. 
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Om de coëfficiënten in (18) te bepalen behoeven we slechts 
één term van elke. groep te berekenen. Voor 4 vinden 
we uit den tweeden term van (17) als coëfficient van 
bt in —}S4 A==-—4. Zoo uit den 3en term van (17) als 
coöfficienten van a®b8 en aSbtct respectievelijk B—=6 en 
C= — 124 of 

S= Sal 4 Zal2bt 6 Sash — 124 SaBbict. 

De lezer zal opmerken, dat we van den meer ingewik- 

kelden 4den en 5den terin geen gebruik behoefden te maken. 


De formule, welke wij voor 3 vonden, laat duidelijk 
zien, hoe zij van de aanwijzers 3 en 4 afhangt, zoodat wij 
in staat zijn ze voor elke waarde van ” en p onmiddellijk 
op te schrijven, alleen blijkt, dat voor oneven waarden van 
n de teekens in (17) alle positief zijn. Zoo vinden we voor 


55 A0 
nd @ _® 53 8 as â 
BA B gs ele 

8 0 96 53 
waarbij 

SD (DE Dan 

6! 

Id a PE) 

9! 9! 

GI Her EH rn EH) 


waaruit we als boven kunnen afleiden 
SSP 3 ab LaBbl an 
wat ook in den tweeden jaargang (bladz. 20) reeds langs 
anderen weg gevonden werd. Er bestaat echter voor de 
berekening van 3} nog een veel eenvoudiger en meer ver- 
kieselijke methode, die ons echter eerst zal blijken, wan- 
neer wij de quotienten zullen hebben bepaald, die deze 
vormen bij deeling door den p term opleveren. Wij willen 
daartoe het quotient beschouwen 35 : 35. Bij rechtstreeksche 
deeling vinden we 
Zi: S= SAS Zath H- Satb2 4 2 Sash3— 2 Satbt J 2 Sabe 
—_ 3 Sabe J- Satbse 6 Sat? — 7 Sasb3es. . (21) 
wat. echter in dezen vorm niets merkwaardigs vertoont. 
We kunnen echter de termen op de volgende wijze in 
een gelijkzijdigen driehoek rangschikken. 
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—J-1aë 
— lab — late 
penn —J- Tabb? + 2afbe + 1abc? 
J- 2453 — 3asbe — 3asbe? + 2033 (22) 


— Zatbt + 1afb3e + 6atb2? + 1atbes — Zafct 
—ĳ 2435 + lasbte — 7a3bee2 — Tabs + lasbet + 243C5 


+ la2bö—3a2bie J- 6a2bte? —7a2b3es + 6a2b2et — Ba2beö + 1a2cb 
— lab? + 2abôc — 3aböc? + labte3 J- labeet — 3ab2e + 2abe — lac? 
168 — 1b7e J- 1bbe2 + 253 — Miet + 26305, + 1626 — 1be7 + 18 


Noemen we de hoekpunten waar a°, bë en c° voorkomen 
resp. 4, B en C en de overliggende zijden a, } en 7 dan 
kunnen we opmerken, dat in een rij termen evenwijdig 
aan « de exponent van a standvastig is, evenzoo voor b 
en f en voor c en 7. Verder lette de lezer op de drie- 
hoekjes, welke de onmiddellijk aan elkaar grenzende termen 
vormen en die tevens in tegengestelden zin gelijkvormig zijn 
met A ABC, zooals b.v. aöb2e, aöbe? en atb2c2, De over- 
eenkomstige hoekpunten A’, B' en C’ liggen respectievelijk 
bij de termen aòb2c?: a; aöb?2c?: ben aöb2c2: ce. Wordt 
nu het geheele quotient A ABC vermenigvuldigd met 
abc, dan zal de coëfficiënt van a? b2c2 in het product 
25 ontstaan zijn door de samenvoeging der coöfficiënten van 
asb2c2:a; aöb2e?:b en ab2c?:c. Hetzelfde geldt b. v. 
ook voor de coöfficient van a? b3c3 in 25 en die van as b5c3:a; 
asb3c3:b en aSbsctre in (22). Wij zien dan ook, dat de 
som der coëfficiënten bij de hoekpunten der driehoekjes 
geplaatst, waaruit deze termen van 2} bij vermenigvuldiging 

. ontstaan resp. 0 en —?21 zijn. De lezer zal nu in A ABC 
een groot aantal driehoekjes ontdekken, wier hoekcoëfficiënten 
samen 0 zijn, terwijl de oyerige driehoekjes (bij de stippen 
in 22) op die wijze een der coëfficienten van 23 opleveren. 
Onderzoekt hij op gelijke wijze het quotient 2%: 2; 


A 
1 
Zi: 21 il 
hd 421 
KEE Ae ol 


Ad ® 
„3 406, Ari 
3 -1 -10-10 1 3 
-3 -2 11 20 I1 -2 -3 
3 5 -9-31-81 -9 5 3 
e e e ‚ (23) 
3 -8 4 40-62 40 4 8 3 
-3 5 4-44 22 22 44 4 5 3 
8 -2 -9 40 22 -44 22 40 9 2 3 
-3 -1 11 -S1 -62 22 22-62-31 11 -1 -8 


® ® ® 
-1 4 -10 20-31 40 -44 40 -31 20-10 4 -1 
1 -8 6-10 11 -9 4 4 -9 11-10 6 3 1 
-1 2 -8 4 1 -2 5 -8 5 -2 -1 4-8 2 1 


B KON td med 5 -3 8e3 -3 3 -3e-l 1 -1 1 c 
waarvan alleen de coëfficienten zijn afgedrukt, wijl de 
letters bij de hoekpunten en de plaats, die elk cijfer in 
den driehoek inneemt de bijbehoorende letterfactoren be- 
palen, zoo zal hij al deze bijzonderheden ook daar opmerken. 
Deze stellen ons reeds in staat een gedeelte van den drie- 
hoek uit het hoofd op te schrijven, waarbij we een regel 
volgen, die veel overeenkomt met dien, volgens welken de 
driehoek van Pascal wordt samengesteld, en alleen deze 
afwijking vertoont, dat telkens de som der bovenstaande 
coëfficiënten het tegengestelde teeken moet worden gegeven. 
Zoo verkrijgen we: 


Mn 00 O0 

sla sl AGH Ot (24) 

OA Son kD Ore NED 
OSM 
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De punten nu, waar de van 0 verschillende coëfficiënten 
van 28 en 2; moeten ontstaan (bij de stippen in (22) en 


(23) verhinderen echter op deze wijze verder te gaan; ver- 
gelijkt men evenwel de coöfficiënten om de stippen met de 
exponenten van a, ben c, in den term, dien zij doen ont- 
staan, dan zal men tot de merkwaardige ontdekking komen, 
dat zij zich juist als die exponenten verhouden. Zoo zijn 
de coëfficiënten bij aëbtct:a; afbtct:b; a8btet:e respec- 
tievelijk -62, -31, -31. Zoo bij abt: a; al? bt: b en het 
ontbrekende hoekpunt -3, -1l, 0. Wij komen hierop later 
terug, doch merken op, dat het nu mogelijk geworden is 
het quotient 25: 3, voor p= 8 onmiddellijk op te schrijven, 


waaruit dan weer op eenvoudige wijze 27 kan worden 
afgeleid. Wij geven hier een gedeelte van het quotient 


1 
PER 1 -1 
jk 
Se a 
Fe Oerd SCT 
© ® 
AE TO10 edn vd (24) 


mh on 20enldi 1 4 

4 3 -16 -35 -35 -16 3 4 
EE ml 0 Oren LEL et ved 
4 11 -6 -64 -121 -121 -64 -6 Il 4 


® 
6 -15 -5 70 185 -563 185 70 -5 -15 6 
-6 9 20 -65 -255 178 178-255 -65 20 9 -6 


De lezer zal het nu wel kunnen voortzetten en dan vinden 
2 ZB J5 Za HS 10 Zals bl — 605 Fais bied 
—- 1905 Zai0 10 5, 
We zullen nu nagaan of een dergelijke weg ook gevolgd 
kan worden voor het geval p—=4 is. Dit zal geheel afhangen 
van een doelmatige groepeering van de termen. Hoe men 
hiertoe kan geraken blijkt uit de figuren 1 en 2, welke 
hetzelfde viervlak voorstellen, waarin afzonderlijk de expo- 


256 


nenten en coêfficiënten van de termen van 2%: 21 zijn opge- 


nomen, zoodat b.v. 4. 2. 1. 0 aangeeft, waar de term 
at b2ecd® zieh bevindt, terwijl de tweede figuur op dezelfde 
plaats de coëfficiënt 1 van dien term heeft. t) 

De lezer zal nu alle eigenschappen. welke A ABC onder 
(22) vertoonde in eenigszins gewijzigden vorm in dit vier- 
vlak terugvinden. De exponent van « is standvastig in 
een vlak evenwijdig aan het zijvlak, hetwelk tegenover 


zooo 


1303 


04 
- ba 
0E OA 
1501 1411 AEL 
2 


oKt1 2331 
0510 0430 0340 


Kigesds 


het hoekpunt van a? ligt; de hoekcoëfficiënten van de 
kleinste viervlakjes, welke in tegengestelden zin gelijkvormig 
zijn met het oorspronkelijke vormen te samen de coëfficiënten 
van 2%. Ook hier ziet men, dat die coëfficiënten, welke te 


1) Het merkwaardige product 22 = Zas — 4 Zaêb?2 + 6 Zat bt + 
+4 Zat b2e2 — 40 a2b2e2d2 komt ook voor in het leerboek der algebra 
van Derksen en de Laive, deel IV bldz. 25. Daar is echter bij ver- 
gissing de vierde term weggevallen. De opmerkingen door de schrij- 
vers daar ter plaatse omtrent deze producten gemaakt, waren voor 
mij de aanleiding tot hunne nadere beschouwing. 
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zamen er eene in 2; vormen, die van O0 verschilt, zich 


verhouden als de exponenten van a, b, c en d in den 
bijbehoorenden term van 2%. Zoo ontstaat de coöfficiënt -40 


van a? b2 c? d? uit die van de termen a? b2c? d?:a; 
a? b2 ec? d?:b; a? bee? d2:e en a?b2ec?d?:d in het 
gquotient, welke alle -10 zijn; zoo de coöfficient 4 van 
a*b2e? —= atb2e? de uit de coëfficiënten 2,1, 1 en O van 


Fig, 2. }) 


de op een zijvlak gelegen termen af b2c?:a; at b2c2:b; 
a*b2c?:e en den ontbrekenden vierden term. Het terug- 
vinden van deze laatste bijzonderheid maakt het meer dan 
waarschijnlijk, dat wij hier met een eigenschap dezer 
quotienten te doen hebben, ofschoon het mij niet gelukte 


1) In deze figuur staan verschillende getallen niet op hun juiste 
plaats, wat spoedig blijkt wanneer men ze met figuur 1 vergelijkt. 
Men bedenke, dat iedere driehoek driezijdig symmetrisch en het 
viervlak vierzijdig symmetrisch is; dan zullen de onjuistheden scherp 
uitkomen en gemakkelijk te verbeteren zijn. 


Wiskundig Tijdschrift, 4e Jaargang. 17 
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er een bewijs voor te vinden. Strikt genomen is dit ook 
niet noodig voor haar gebruik, daar bij voltooiing van den 
driehoek of het viervlak van zelf zal blijken of de gevonden 
veelterm voor 25 voldoet. Toch zal de methode, welke uit 


het voorgaande voor de berekening van 2% voortvloeit 


moeilijkheden meebrengen, tenzij ze in de ruimte zelve 
geschiedt. 

Wezen wij er reeds op (24), hoe deze rekenwijze voor 
p==8 groote overeenkomst vertoont met die, waardoor men 
den driehoek van Pascal samenstelt, welke zocals bekend 
is de coëfficienten van (a + b}' bevat, eenzelfde overeen- 
komst bestaat er ook tusschen deze methode voor p =4 en 


een andere, die ons in staat stelt de coëfficienten van 
(a + b + c)" te bepalen. | 

Haar wezen blijkt uit figuur 3, waar telkens een coëffi- 
cient gelijk is aan de som van de drie bovenliggende, welke 
een driehoekje vormen ( tegengestelden zin gelijkvormig 
met den geheelen. Zoo bevat het le, 2e en 3e vlak enz. 
respectievelijk de coëfficienten van (a + b + c)l; (a + b + 0)2; 
(a + b + CB enz. 


Vergelijken we de quotienten 35:5;55: 55 en 4:24 


1) Opmerking als bij figuur 2. Hier zijn echter alleen de driehoeken 
symmetrisch. 
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dan zien we, hoe hunne termen op soortgelijke manier 
achtereenvolgens. kunnen worden gerangschikt in eene lijn, 
een driehoek en een viervlak, we mogen dus veronder- 
stellen, dat een dergelijke groepeering ons ook gelukken 
zou voor hoogere waarden van p, indien we uitgebreidheden 
met meer dan drie afmetingen kenden. Onze laatste han- 
delwijze is dus alleen te volgen voor p<<5. We kunnen 
hieraan nog toevoegen, dat voor 21:51 =a"—! een enkel 
punt voldoende is. 

Gaan wij ten slotte na, hoe de merkwaardige producten 


van den vorm >, voor verschillende waarden van p en » 

in enkele opzichten tot elkander in betrekking staan en 

tevens hunne verhouding tot de beide andere groepen. 
Vooreerst zal >, deelbaar zijn door 2% als » deelbaar is 


yi 


door m, daar dan onder de factoren van >), die van 2% 
zullen voorkomen. Voor m == 1 hebben wij hunne quotien- 
ten reeds onderzocht, voor andere waarden van m zullen 
wij het om niet te uitvoerig te worden achterwege laten. 

Wat hunne verhouding tot de beide andere groepen van 
merkwaardige producten betreft, er bleek reeds verband 
met de derde groep bij de afleiding der formule (17). Ook 
de samenhang met de eerste groep is sterk in het oog 
vallend, bij weglating van de argumenten toch gaat 2% 
Bern 

Het is wellicht mogelijk ook hierdoor tot een formule te 
komen, die ons dan waarschijnlijk ook een beter inzicht 
in de coëfficienten zou geven, dan onze formule (17). 


NEA Oale eelt ISN 


Nadat dit artikel reeds was ingezonden, vond ik voor de 
eigenschap betreffende enkele coëfficiënten in de merkwaar- 
dige quotienten het volgende bewijs. 

Uit de wijze waarop 25 uit het bijbehoorende quotient 


is afgeleid volgt 
Sr =dAdbB CC... 
waarbij A het geheel der termen van het quotient is, 


Earmeen . 
van den vorm E zijnde t‚ een willekeurige term van 25, 
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welke afhankelijk is van a. Evenzoo B het geheel der 
termen van den vorm , Nu is 27 eene homogene functie 
van a, b, c enz. en dus 


et DN ARA ke (0 Se zE, En 
In verband met het voorgaande volgt hieruit 
aA + bB + cl... = (a LADE zE en Ee ID 


Daar nu 4, B en C respectievelijk uit dezelfde termen 


df tf 
da’ db’ de 
en van elke groep verschillend zijn, zoo hebben wij ook 


bestaan (afgezien van hunne coëfficienten) als 


nei == ok net B== ze ne iC= aj 


waaruit de ae eigenschap onmiddellijk voortvloeit, 
als een gevolg van bekende regels der differentiaalrekening. 


Úit Buitenlandsche Tijdschriften. 


26. Wiskunde en Beursspeculatie. 


In Nature van Februari 1907 werd de vraag gesteld of er 
onder de wiskundigen minder speculanten waren dan onder 
andere lieden ? 

Zoo de vraag bevestigend beantwoord werd, zooals men 
meende dat geschieden zou, dan oordeelde men dat te 
moeten toeschrijven aan de kennis der ars conjectandi en 
achtte het daarom raadzaam op de lagere scholen reeds den 
leerlingen eenige notitie van de kansrekening te geven. 
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Opmerking. Zou het ook kunnen zijn, dat wiskundigen 
in den regel minder ruim van de benoodigde gelden voor- 
zien zijn, of wel, dat iemand die door speculatiezucht wordt 


aangegrepen, de wiskunde terzijde stelt’? V. 


27. Goniometrische betrekkingen. 


4 sin 18° 008 36 = 4, 


ARGOS LS SIN SO Dn 
Ss 120co8 49 == bl, 


(RSG ES A94 


Buik chs 42 Cos 30 1 
Mathesis, 1907. Note 4. Q. 


28. Goniometrische betrekkingen. 


147 if se 

B oen 15 Teen 15 ZL c08 5 COS 5 X 20085 085» 
as Sar sî 57 ER ST ST 7 a … Gar Tel 
4 REA SW eek 4 za Nig CT 14 — 8 Keren 8 


Math. Gaz. 1907. Questions 542, 557. Q. 


29. Vergelijking welker wortels de tangenten der halve 
hoeken van de hoeken eens driehoeks zijn. 


Daar 
2igtA SEL sytAgt Bel en 1g4A.tgdt Brlgd CG = = 
zal de vergelijking wezen: 
sr (LR) sr —r=o0, 
welke door de substitutie x= tg +p overgaat in: 
2Rsinpd-rigdp=s 
Examens oraux de l'Ecole polytechnique. Bull. des Sc. 
math. et phys. 1907, Question 1886. Q. 


30. Betrekkingen in den driehoek. 
Als R‚ 7 en 7 de stralen van om-, in-, en aangeschreven 


cirkel (aan zijde a) voorstellen, dan volgt uit: 
I) R=ry—r, dat sin? 4A=1 dus A= 60°, 
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D2R=r —r, dat R=rd R(l — cos A), of r = Roos A, 
dus loopt de lijn, die de middelpunten, van om- en inge- 
schreven cirkels verbindt evenwijdig met B CG. 

a ne 
2V(s — b)(s —c)' 

2 —= 2 EL 

a <a —(b—c), waaraan alleen voldaan worden kan 


door b =c, waaruit dan verder volgt A — 90°, 
Journal de Vuibert 1906. Q. 


aje Miete Rats A= dus moet 


31. Te vereenvoudigen: 
(2a—03 + (2b —c)? 
atb —c. 
De noemer is 4 Ca — 0) + (2b —0)}. 
Barisien. Mathesis 1906. 
Question d'Examen 1811. Q. 


92. Ken methode om een tweede benadering te krijgen. 


0 


Zij f (x) de inhoud der figuur AP NO dan is f1 (x) = 
P N==y. Dan wordt bij benadering 
[Gd AL) =S APAMNOTE PRM N hPa 
=O HAr f' HAL ig TPR 
=O HAE. f' DHHAE? f"(@ 
Roberts, Math. Gaz. 1906. Note 215. GQ. 


REE ta 


Boekbespreking. 


J. MH. Peek. La formule o =re rad) interprêtée gé- 
ométriguement dans Vespace de manière à prendre la forme 
d'un quaternion. Amsterdam, H. Eisendrath. 1907. 

De bedoeling van deze brochure van 24 bladz. is reeds 
in den titel uitgedrukt. De algebraische bewerkingen met een 


complex getal 7e En r (cos p + isin p) uitgevoerd, kunnen 
nooit aanleiding geven tot ruimtevoorstellingen, omdat men 
voor j de waarde W/—1 in de plaats stelt. 

Daarom geeft de schr. een nieuwe opvatting. Vooreerst 
neemt hij de richting van % niet in het vlak van teekening, 


maar loodrecht er op, en een richting i“ loodrecht op die 
van %. Omdat 
bes Bae OD (LN 
LR OR RTE Ee ODE re zu 
Deze laatste uitdrukking zou volgens de gewone op- 
vatting een reöel getal zijn, doch voor schrijver is ze een 


i(p Hi) 


vector in de ruimte. Voor e 


nelonge iem n) (oe Li end). 
en schr. denkt zich nu den hoek KZOA =p in het vlak 
van teekening, en OB =w in een vlak loodrecht daar- 


verkrijgt men dus: 


op. Bij uitwerking van het product komt dan nog ii te 
voorschijn, welke als vector wordt beschouwd, loodrecht 


rt) 
op dend. 


Daardoor verkrijgt e RG nd) den vorm van een qua- 
ternion. Door aan p + jw de beteekenis te hechten van een 
draaiing van vector OA naar OB, komt men tot de opvat- 
ting van Hamilton. 

Den hoek p stelt schr. zich meetkundig voor op de ge- 
wone wijze, doch bovendien algebraïsch door een vector 
loodrecht op het vlak van den hoek. Daardoor worden zijn 
quaternions algebraïsche grootheden, wat bij H. niet het 
geval is. 
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In verband met de brochure kan gewezen op een werk 
over quaternions van een anderen landgenoot nl. Dr. Mo- 
lenbroek’s Theorie der Quaternionen (Leiden, B. J. Brill, 
1891), waarin deze ook afweek van de opvatting van H. 
In het buitenland is daardoor dit werk niet zoo gewaar- 
deerd geworden. EJ 


Edward Langley. Stereoscoopplaten voor het onderwijs in 
Stereometrie. Underwood and Underwood, 104 High Holborn, 
London W.C. 

Op blz. 839 van dezen jaargang werd gesproken over de 
Stereoscoopplaten voor het onderwijs in perspectief van 
denzelfden schrijver. Evenals deze, zijn de nieuwe platen 
flink uitgevoerd, doch mooier. 

Van de 25 stuks zijn een paar bijzonder fraai, doordien 
een geruite achtergrond is aangebracht, waartegen de figu- 
ren scherp afsteken. 

De platen geven eenige hoofdzaken uit de Stereometrie; 
een boekje is bijgevoegd met bewijzen en opmerkingen 
omtrent de figuren. 

Een paar platen treden iets buiten het gebied van de 
Stereometrie: het neerslaan van een lijn in beschr. meetk. ; 
de bepaling van een punt door drie coördinaten; de pers- 
pectief van een overwelfde gang; bepaling van een punt 
door lengte en breedte; het neerslaan van het verticale 
projectievlak in beschr. meetk. 


Als hulpmiddel bij het onderwijs in stereometrie zijn 
deze platen zeer aantebevelen. 


De firma U. and U. legt zich toe op het uitgeven van 
stereoscoopplaten op allerlei gebied, en tracht die geschikt 
te maken voor onmiddellijk gebruik bij het onderwijs. 

Voor aardrijkskunde bijv. heeft ze een serie opnamen, 
met beschrijving en vragen, die in een klasse, welke tot 48 
leerlingen bevat, kunnen worden behandeld. 

F. J. VAES. 


René Baire. Lecons sur les théories générales de Analyse. 
Tome L. Principes fondamentaur — Variables réelles. 
Paris, Gauthier-Villars, 1907. 8 frs. 


Beknopt en helder geschreven, zal dit boek voor velen 
een goede steun kunnen zijn bij hun studie. De grondsla- 
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gen van de analyse worden nauwkeurig besproken; schr. 
wil het boek als uitganspunt beschouwd zien voor elke 
speciaal-studie. 

Het boek kan niet achter elkander worden doorgewerkt 
door iemand, die met de studie der analyse begint. Wel 
kan deze een groot gedeelte van het eerste der drie hoofd- 
stukken volgen. 

Immers worden daarin de irrationeele getallen gedefinieerd, 
continuiteit behandeld, en over functies en oneindig kleinen 
gesproken, terwijl tevens de toepassing van irrationeele 
getallen worden aangegeven op concrete grootheden, zooals 
die in meetkunde en natuurkunde voorkomen. Eenige blad- 
zijden zijn gewijd aan het verband tusschen analyse en 


a 
meetkunde; evenzoo aan Wx,“ , log. z. 

De beide andere hoofdstukken kunnen worden gelezen 
naast een ander studieboek; telkens wanneer een gedeelte 
in zulk een boek is doorgewerkt, kan het boek van B. 
dienen om in beknopten vorm een overzicht te verkrijgen 
van het behandelde. 

Voor iemand, die de analyse vroeger bestudeerd heeft, 
en nog eens wil nagaan hoe de grondslagen tegenwoordig 
onderzocht zijn, is het boek van veel waarde. 

Het 2e hoofdstuk bespreekt de afgeleide van functies van 
een of meer veranderlijken; afgeleiden en differentialen van 
hoogere orde (deze laatste op nieuwe wijze definieerd); 
differentiaalvergeliĳkingen. 

Het 3e hoofdstuk behandelt de lengte van een kromme 
lijn; de grootte van een oppervlak en een inhoud, en in 
verband daarmede dubbele en drievoudige integralen; groot- 
te van een gebogen oppervlak; om te besluiten met de 
formules van Green en van Stokes. F. J. Vazs. 


VRAAGSTUKKEN. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redactewr voor 25 Dec. 1908. Nieuwe opgaven, vergezeld van 
de oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
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en voor elke oplossing, en elke miewwe opgave een afzonder- 
lijk vel papier te nemen. 


221. Bekend is de eigenschap: Als men in de middens 
A’, B’, C’ der zijden BC, CA, AB van een A loodlijnen 
A’P, BQ, CR opricht evenwijdig met die zijden (in den- 
zelfden zin), dan gaan AP, BQ, CR door één punt. Bepaal 
de meetkundige plaats van dat punt. 

Canisiuscollege, Nijmegen. H. v. DiNreR. 


222. Als in een koordenvierhoek ABCD, waarvan BD 
middellijn is, E en PF de projecties zijn van B en D op 
AC, en G en H de projecties resp. van A op CB en van 
C op AD, dan zal, wanneer EG den omgeschreven cirkel 
in het tegenpunt 1 van A snijdt, HF den omgeschreven 
cirkel in het tegenpunt K van C snijden. 

Kampen. J. V.D. GRIEND 


223. In een spherischen vierhoek, waarvan twee over- 
staande hoeken recht zijn, maakt de spherische loodlijn 
uit een scheef hoekpunt op de diagonaal neergelaten, met 
de eene zijde in dat hoekpunt denzelfden hoek als de dia- 
gonaal in dat hoekpunt met de andere zijde. 

J. v. D. GRIEND Jr. 


224, Men projecteert de hoekpunten A, B en C van een 
willekeurigen driehoek op een willekeurige rechte f in D, 
E en F. Bewijs, dat de loodlijnen in D, Een F respectieve- 
lijk op BC, CA en AB, door één punt T gaan, en dat de 
rechten door D, E en F evenwijdig met BC, CA en AB 
een driehoek insluiten, congruent met A ABC. Onderzoek 
de afhankelijkheid van het punt T en de rechte {. 

J. v. D. GRIEND Jr. 


225. Wanneer in het rechthoekig systeem van verge- 
lijkingen : 


Aire Ars nd er js Erden Arn Cnsd 
Aeg On Oer OE dt Arn Cnet 
Ld men is, dan zijn òf de Z vergelijkingen: 
ATM Ar De ilk 
Ary Bj tees tr Arn %, î 
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Df de m vergelijkingen: 
Gn ee a C„% =0 
Ges % EE De ee El BAE %, = 0 


onderling afhankelijk, òf beide gevallen doen zich tege- 
lijkertijd voor. de VED GRIEND o Ji 


226. Als het punt z een cirkel C met middelpunt a be- 
schrijft, zal de enkelwaardige functie w == f(z) in het w-vlak 
een gesloten kromme 7 beschrijven. 

Als men nu aan elk element van 7 een massa geeft 
evenredig aan het correspondeerende element van C, dan 
vraagt men te bewijzen, dat het zwaartepunt van 7 het 


punt 7 is, als 7 de som der residuen van ae bij de 
polen binnen C voorstelt. 
Middelburg. Dr. H. v. D. KAMP. 


227. Als van een zeshoek, die in een vlakke kromme 
van den derden graad beschreven is, twee paar overstaande 
zijden evenwijdig loopen aan twee der asymptoten, dan is 
het derde paar zijden evenwijdig aan de derde asymptoot. 

Als van een ingeschreven parallelogram de zijden even- 
wijdig loopen aan twee der asymptoten, dan zullen de 
raaklijnen in twee overstaande hoekpunten elkander snijden 
op de kromme. 

Chimay, België. Drisdsr ROSE. 


228. De asymptootvlakken te bepalen van 
22 = Xx (12 + 42) Dil ROS: 


229, Van een cirkelsegment is de koorde AB. Een wille- 
keurig punt G wordt genomen op den boog; eveneens een 
willekeurig punt H op het oppervlak van het segment. 
Gevraagd de kans dat het punt H binnen den driehoek 
AGB ligt. Bereken ook de gemiddelde waarde van den 
hoek AHB. (Neem de lengte van den boog gelijk aan 2a, 
gemeten met den straal als lengte-eenheid). 

Milltown Park, Dublin. C. v. SPAENDONCK. 


250. Een cirkel met straal A rolt zonder glijden over een 
horizontale rechte lijn. Elk punt van den omtrek beschrijft 
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een cycloïde; elk punt binnen den cirkel (straal 7 < R) 
doorloopt een verkorte; elk punt er buiten (straal A, > kB) 
een verlengde cycloide. 

Bij de verkorte cycl. zijn twee buigpunten in elken tak, 
en twee toppen; bij de verlengde zijn twee punten waar 
de raaklijn loodrecht is op de grondlijn, en twee toppen. 

Het middelpunt van den cirkel wordt ondersteld met 
constante snelheid te bewegen. 

Gevraagd te bewijzen: 

Bij de verkorte eycl. is de snelheid in een der buigpunten 
middenevenredig tussshen de horizontale snelheden (in de 
beide toppen.) 

Bij de verlengde eycl. is de vertikale snelheid midden- 
evenredig tusschen de beide horizontale snelheden. 

Rotterdam. F.J VAE 


231. Hoe groot moet — pz (Vraagstuk 250) zijn, opdat de 


raaklijnen in de AR bij de verkorte cycl. loodrecht 
op elkander staan? | E.J. ES 


282. Bij alle cycloïden, bedoeld in Vraagstuk 230, is de 
totale versnelling constant; bij de gewone cycl. verdeelt 
haar richting den hoek van de raaklijn en de vertikaal in 


het raakpunt in deelen, die zich verhouden als 1:2. 
FJ VAES 


233. Wanneer een verkorte cycloïde (Vraagstuk 230) 
beschreven is, kan men zich een gewone cycl. denken op 
dezelfde basis, die aan de verkorte in het buigpunt raakt. 

Wanneer de hoeksnelheid voor beide evengroot is, dan 
hebben de beschrijvende punten in het raakpunt gelijke 
snelheden. FE. Js ov 


234. Als gegeven zijn de vijf vergelijkingen 


Di Ata 0 | 
) ki) 


a b2 a? b2 bi 4 5 À 
No® Yo? 1 RLR CYiYe 
Pr A 


vraagt men hieruit &/, 41, % en 49 te elimineeren. 
Leiden. H. G. A. VERKAART. 
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285. Indien de vergelijking X3-—a X2A- BK 70 
tot wortels heeft de zijden van een A ABU, vraagt men 
van welke vergelijking de wortels zijn cos. A, cos. B en 
cos. C. 

(Ecole polytechnique de Paris, Concours d’admission 1906). 

H. G. A. VERKAART. 


Vraag en Antwoord. 


/ 


2e Antwoord op Vraag 9, Ten jaargang, Dl. 144, Ahrendt, 
Geometrische Konstruktionen (Leipzig, Teubner, 1907) geeft 
inlichtingen omtrent de methode van Mascheroni (en andere 


bijzondere methoden). 
R. Ms 


Vierde antwoord op Vraag 11 (2de jaarg.) Dl. 252. (Zie 
voor het le, 2e en 3e antwoord den 8den jaarg. bl. 42). 

De quaestie wordt besproken in Messinger of Mathema- 
tics XIV, 1885, in het artikel van Woolsey Johnson: On 
a method of forming the periods of cireulating decimals. 


Vraag 21. Is een H.P. (horsepower) volkomen gelijk aan 
een paardekracht? 


Antwoord. Neen. Een H.P. is een arbeid per secunde van 
550 footpound, wat gelijk staat met 550 X 0,305 X 0454 = 
76,2 KGM. Q. 


Vraag 22. Bij een examen in Indië is opgegeven: 

„Een getal van 4 cijfers heeft de volgende eigenschap: 

1°. De middelste cijfers zijn gelijk. 

2°, De som dezer cijfers is juist gelijk aan het getal, dat 
men verkrijgt, als men de middelste cijfers weglaat. 

83°. Verwisselt men de uiterste cijfers, dan ontstaat een 
getal dat 4995 grooter is. 

4°, Het 3-voud van het cijfer der eenheden is gelijk aan 
het getal, door de beide eerste cijfers van het getal gevormd. 

Bepaal het getal.” 

Is deze opgave goed? 

jak 5 
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Antwoord. De opgave is niet juist geredigeerd. Vooreerst 
zijn er 4 eigenschappen, terwijl bij 2° niet duidelijk blijkt 
of met „dezer cijfers” alle vier bedoeld zijn of alleen de 
beide middelste. 

Het bedoelde getal is 1886. 
V. D. 


Vraag 28. In zijne Recherches d'Arithmétique zegt La- 
grange: 

J'ai remarqué que tout nombre premier de la forme 4 n — 1 
est la somme d'un nombre premier de la forme 4 +1 et 
du double d'un nombre premier de la même forme; ainsi: 


ihn 
TO 
ZEN Eelde 
AL BT 


mais ce n'est que par linduction que j'ai trouvé ce théo- 
rème. 

In deze stelling sinds bewezen ? Q. te H. 

Vraag 24. Van wien dateert de stelling dat het zwaarte- 
punt van een viervlak samenvalt met dat van vier gelijke 
massa’s in de hoekpunten? C.R. te W. 

Lagrange noemt haar in zijne verhandeling: Sur les py- 
ramides triangulaires (Mémoires de Berlin 1775), en schijnt 
haar voor een nieuwe eigenschap te houden. 


Correspondentie. 


Op pag. 72 zou ik aan het eind van het eerste. vraag- 
stuk uit de Waarschijnlijkheidsrekening willen laten volgen: 
Het is dus onverschillig of de kogels in één of meer vazen 
verdeeld zijn. Inderdaad is het onverschillig of men « witte 
en 4 zwarte kogels in meerdere vazen verdeelt en hoe 
men ze verdeelt; wanneer men er één uittrekt is de waar- 
schijnlijkheid altijd # : 4. 

Om dit te bewijzen stel ik mij een bak voor verdeeld 
in een aantal bakjes. Werpt men daar x + 4 zwarte en 
witte kogels in, dan verandert W. niet, noch met de 
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hoogte, noch met de dikte der afscheidingen, dus ook niet 
als ze o worden. 

Het vraagstuk zegt: men heeft uit een der vazen een 
kogel getrokken; wanneer de beperkende bepaling gemaakt 
wordt, men mag maar eens de hand in één der vazen of 
één der bakjes steken, verandert natuurlijk het vraagstuk. 

R. Ah 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgaven van W.J. Thieme d Cie, Zutfen. 
H. A. DERKSEN en G. L. N. H. DE LAIVE: Leerboek der 
Algebra, 1e deel, 68 druk. 1908. -f-1.25;-Geb. f 1.35. 
—_— Leerboek der Beschrijvende Meetkunde. 1908. Geb. f 1.80, 


Uitgaven van Joh. IJkema, den Haag. 
5. DE GAST Jz.: Beknopt leerboek der Wiskunde. IL. Reken- 
kunde le stukje, 2e druk. 1907. f 0.75 
—_ Idem. II. Algebra, le stukje, 2e druk 1907. f 0.80. 


Uitgave van A. Versluys, Amsterdam. 


J. VERSLUYS: Vraagstukken over Stereometrie 1908. f'0.60. 
— — Inleiding tot de nieuwere meetkunde van den drie- 
hoek. 1908. f 1.00, 


Uitgave van Gauthiers- Villars, Paris. 


RENÉ BAIRE: Legons sur les thóories générales de 1’ Analyse. 
Tome IL. Variables complexes. Applications géométriques. 
1908. 

P. VILLARD: Les rayons cathodiques, 2me Edition. Col- 
lection Scientia, …2 frs. 


P. PUISEUX: La Terre et la Lune. Forme extérieure et 
structure interne. 1908. 9 frs. Ì 

R. DE MONTESSUS: Legons élémentaires sur le Calcul 
des Probabilités. 1908. 7 frs. 


Uitgave van D. A. Daamen, ’s Gravenhage. 
H. J. ROBIJNS: Leerboek der vlakke meetkunde met vraag- 
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stukken, voor scholen voor M.L. U. O., lagere klassen van 
Kweek- en Normaalscholen, Instituten, enz. f 1.60. 


Uitgave van P. Noordhoff, Groningen. 


P. WIJDENES en Dr. D. DE LANGE: Leerboek der Algebra. 
Deel 1, 1908. f 1.00. 


W. H. WISSELINK. Vraagstukken ter oefening in de 
Algebra. le stukje, 15e verbeterde druk. 1908. f 0.50. 
Antwoorden. f 0.25. 
Natuurkundige Vraagstukken, 2e 
stukje. 6e verbeterde druk. 1908. f 0.40. 


Uitgaven van J. B. Wolters, Groningen. 


Dr. A. VAN THIJN. Leerboek der vlakke meetkunde, met 
opgaven, 2e deel, 1908. f 1,25, geb. f 160. 

D. BOSWIJK en E. MEYER. Eerste verzameling van reken- 
kundige vraagstukken, ten dienste van het midd. en 
gymn. onderwijs, van instituten, normaal- en kweek- 
scholen. 6e druk, 1908. f 0.25. 


Ook ontving de Redactie: 


G. A. MILLER: The groups which are generated bij two 
operators of orders two and four respectively whose 
commutator is of order two. Reprinted from Proc. of the 
Am. Phil. Soc. 1907. 

G. A. MILLER: Third report on recent progress in the 
theory of finite order. Repr. from the Bull. of the Am. 
Math. Soc. 1907. 

M. STUYVAERT: Cinq Etudes de géométrie Analytique. 
Ouvrage couronné par lAc. Roy. de Belgique. (Prix Fran- 
gois Deruyts). 1908. 

— — Deuxième congruence linéaire de cubiques gauches. 
Afdruk uit Rendic. del Circ. Mat. di Palermo 1907. 

W. VAN DER WOUDE: Over elkaar snijdende normalen 
aan een ellipsoïde en een hyperellipsoïde. Proefschrift 1998. 

Dr. L. U. H. C. WERNDLY: Avantages et inconvénients 
des moteurs d’automobile à essence à deux cylindres, 1908. 

H. FEHR: Enquête de „PEnseignement Mathématique” sur 
la méthode de travail des Mathématiciens, 1908. 
(Extrait de Enseignement Math. 1905—1908). 


Prijsvragen, betreffende Wis- en Natuurkunde, * 


Opsaven van het eind-examen der Kl. B.S. 
in Ned.-Indië 1907 en 1909, 


Examen-opgaven 1907 en 1908. 


Faculteit der wis- en natuurkunde te Leiden. 


IL. De faculteit verlangt een onderzoek van de lijnen- 
complexen, gevormd door alle lijnen, welke een bikwadra- 
tisch regelvlak met eene drievoudige rechte in vier harmo- 
nische punten snijden. 


De vragen worden beantwoord in de taal, waarin ze gesteld zijn. 
De antwoorden, geschreven met eene andere hand dan die van den 
auteur, worden vóór 1 Mei 1909 toegezonden aan den Secretaris van 
den Senaat der Universiteit. Zij worden geteekend met eene spreuk, en 
gaan vergezeld van een verzegeld briefje, dat dezelfde spreuk tot op- 
schrift heeft en den naam en het adres des schrijvers bevat. 

Op den derden Maandag van de maand September 1909 wordt het 
oordeel der faculteiten over de ingekomen verhandelingen afgekondigd, 
en aan de schrijvers der meest voldoende antwoorden, die door de facul- 
teiten der bekroning waardig zijn gekeurd, de gouden eerepenning uit- 
gereikt. 


Eindexamen H.B.S. Ned.-Indië, 1907. 
Reken- en Stelkunde. 


OSP UIGE 


LJ 8 Je en LJ 2 


4 en J-7 
2. Bereken: 
WX 
RS 

PW (b — 4) 

indien a = 0,37562 
ge 10575 
c == 0,00476 


1) Zie ook bladz. 149 van den 4en jaargang. 
Examen-Opgaven in 1907 en 1908. l 


2 


8. Iemand neemt een hypotheek van f 10.000 op zijn 
huis tegen 50/,. 

Op het eind van elk jaar betaalt hij aan rente en aflos- 
sing f 800. Hoe lang moet hij dit doen om de schuld ge- 
heel af te lossen ? 


log. 1.05 — 0,0211898. 
Planimetrie en Stereometrie. 


1. Verdeel een gegeven driehoek in 2 gelijke deelen door 
eene lijn loodrecht op de basis. 

2. Eene vierzijdige pyramide heeft tot grondvlak een 
rechthoek met zijden van 5 en 9 cM., terwijl eene opstaande 
ribbe loodrecht staat op het grondvlak en 12 cM. lang is. 

Bereken de totale oppervlakte van de pyramide. 

3. Aan een cirkel met een straal R, worden 2 raak- 
lijnen getrokken, die elkander snijden. onder een hoek 
van 60°. 

Bereken den inhoud van ’t lichaam, dat ontstaat door 
wenteling van de figuur, begrensd door de twee raaklijnen 
en den boog van den cirkel tusschen de raakpunten, om 
eene middellijn // aan de verbindingslijn der raakpunten. 


Gonio- en Trigonometrie. 


1. Van een driehoek is: 
cos? A + cos? B + cos? C == 1. 

Bewijs dat een der drie hoeken recht is. 

2. Van een driehoek ABC is / A —= 53°7'48". Het mid- 
delpunt M van den ingeschreven cirkel verbindt men met 
de drie hoekpunten. Hoe lang is de verbindingslijn MA, 
als ge weet dat MB —= 8,0623 en MC —= 7,2111 is? 

8. Bereken de waarde van x uit: 

cot x +- 2 tang © — 3 cosec X. 


Gonio- en Frigonometrie. 


1. Bewijs dat: 


hae le) 
boog tang > ee, AE boog tang Aen En ne 
2. De lengten der ar van een rechthoekigen driehoek 
vormen een rekenkunstige reeks. Hoe groot zijn de scherpe 
hoeken van den driehoek”? 
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3. Van driehoek ABC zijn bekend: 
BC ==.690,25 
AB == 820,63 
ver ABOE 1D 
Tegenover de zijde AC ligt een punt P. 
Gemeten worden / APB —= 50°14'22" 
LDPC SRO AOS 
Gevraagd te berekenen BP. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Van een veelhoek, gelegen in een gegeven vlak, is 
de horizontale projectie een regelmatige vijfhoek. 

Men vraagt: 1e. de vertikale projectie van dien veelhoek 

te teekenen, 
2e, het vlak met den veelhoek in het hori- 
zontale vlak neer te slaan. 

2. Gegeven een punt in het vertikale projectievlak. Dat 
punt is het hoekpunt van een drievlakshoek, waarvan één 
zijde gelegen is in het verticale vlak en waarvan de andere 
zijden gevormd worden door twee willekeurige gegeven 
vlakken. Bepaal de elementen van dien drievlakshoek. 

8. De meetkundige plaats te construeeren der lijnen, die 
gelijke hoeken maken met twee gegeven, elkander snij- 
dende lijnen. 


Mechanica. 


1. Twee punten A en B zijn in hetzelfde horizontale 
vlak gelegen op een afstand van 200 M. van elkaar. In A 
wordt een lichaam verticaal opgeworpen met een snelheid 
van 40 M. In welke richting moet tegelijkertijd een lichaam 
in B worden voortgeworpen met een beginsnelheid van 80 
M., om het eerste lichaam te treffen, en wanneer en wáár 
zal dit dan plaats hebben? g = 10 M. 

2. Een cylinder M van 50 KG. gewicht en 2 dM. straal, 
ligt op een horizontaal vlak AC; de as M is met A ver- 
bonden door een koord van 1 M. lengte. Een overal even 
dikke gelijkslachtige staaf AB van 40 KG. gewicht en 2.4 
M. lengte, die om A als een scharnier draaien kan, rust 
in den evenwichtsstand op den cylinder; bereken de span- 
ning van het koord AM en de drukking \ van den cylinder 
op het horizontale vlak. 1): 


1) Bij deze opgave was een figuur gegeven, die de lezer echter ge- 
makkelijk zelf kan teekenen. Red. 
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3. Een horizontale staaf van 1 M. lengte, draait om een 
vertikale as XY in het midden der staaf aangebracht, met _ 
een snelheid van een halve omwenteling per seconde. Aan 
het uiteinde dier staaf hangen gelijke gewichten P aan 
koorden, die gedurende de wenteling uitwijken, zóó, dat 
ze met de staaf hoeken maken van 185 graden. Bereken 
de lengten der koorden. t) 


Eindexamen H.B.S. Ned.-Indië, 1908. 
Reken- en Stelkunde. 
9 uur. 


1. Iemand leent f 4000 à 40/, (sam. interest) en wil 
deze schuld met den interest in 5 gelijke jaarlijksche ter- 
mijnen terug betalen. De eerste termijn wordt betaald 
een jaar nadat de leening is gesloten. Hoe groot is elke 
termijn ? 

2. Bereken x uit de vergelijking 

16% AOL. 

3. Een getal van 4 cijfers heeft de volgende eigenschap. 

1°. De middelste cijfers zijn gelijk. 

2°. De som dezer cijfers is juist gelijk aan het getal, 
dat men verkrijgt, als men de beide middelste cijfers 
weglaat. 

3°. Verwisselt men de uiterste cijfers, dan ontstaat een 
getal dat 4995 grooter is. 

4°, Het 3voud van het cijfer der eenheden is gelijk aan 
het getal, door de beide eerste cijfers van het getal gevormd. 

Bepaal het getal. 


Beschrijvende Meetkunde. 
8 Uur. 


Nauwkeurige uitvoering der constructies wordt verlangd. _ 

1. Gegeven een punt 4 in de as en een lijn door dat 
punt, die de as onder een rechten hoek en het horizontale 
vlak onder een hoek van 80° snijdt; door een punt B van 
de as, 5 cM. rechts van 4 gaat een vlak, dat met het 
verticale een hoek van 90°, met het horizontale een hoek 
van 80° maakt. 


1) Bij deze opgave was een figuur gegeven, die de lezer echter ge- 
makkelijk zelf kan teekenen. Red. 
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Projecteer het snijpunt van de lijn en het vlak. 

2. De horizontale projectie abc en de verticale a’b’c’ van 
een driehoek zijn als volgt gelegen: a’ 1 cM. boven, a 1 
cM. beneden de as; ab loodrecht op de as; ab —= ab’ —= 
be — be —= 4 CcM.; be evenwijdig aan de as met c rechts 
van b, terwijl alle hoekpunten in denzelfden ruimtehoek 
liggen. Projecteer het middelpunt van den ingeschreven 
cirkel. 

8. Een regelmatig viervlak steunt met een zijner ribben 
van 5 cM. op het horizontale vlak, evenwijdig aan en 2 
cM. voor de as en verder met een van zijn hoekpunten 
tegen het verticale vlak. Projecteer dit viervlak. 


Plani- en Stereometrie. 


3 UUI. 


1. Noemt men de drie zijden van een driehoek a, b en 
c‚ en de medianen naar die zijden getrokken respectievelijk 
My, My, en Mm, dan is: 

4 (m2 + m2 — my?) —= 5h2 — (a? + C2). 

Bewijs dat. 

2. ) Van uit het hoekpunt P eener ruit APBG, wor- 
den verbindingslijnen getrokken naar de middens 4 en # 
der zijden BG en AG, snijdende de diagonaal AB in C 
en D. De figuur CDFGE laten we nu draaien om de 
diagonaal AB als draaiingsas. Bereken den inhoud van het 
lichaam dat door deze draaiing ontstaat. ER eN: 
AB —= 8 V5 cM. 

8. In een tetraëder (regelmatig viervlak), waarvan de 
ribbe = 12 cM. is, wordt een bol beschreven. In dezen bol 
weer een tetraëder. Bepaal de verhouding van de opper- 
vlakken dezer twee viervlakken. 


Gonio- en Trigonometrie. 
3 UWUr. 


1. Bewijs de formule 

cos (« —- 9) wanneer « gelegen is in ’t2° kw., en @ in 
t8e kw. 

a J- ff in ’t4° kw. 


1) Zie de noot op blz. 4. Red, 
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2. Bepaal de waarden van 2x tusschen O en 860°, die 

voldoen aan de vergelijking 
5 (cot? © — 1) 
L2cot- 

9. Van een driehoek zijn gegeven 

Ee ene lul: 

reek 

Z C = 85°. Bereken het oppervlak 

hj, — hoogte op zijde b. 

h, — hoogte op zijde c. 


ROES. 


Mechanica. 
5 UUr. 


1. 1) Van uit een punt 4, 50 M. vertikaal boven B 
gelegen, wordt een kogel horizontaal weggeschoten met 
een snelheid van 60 M. Op welken afstand van B (geme- 
ten langs de helling), en onder welken hoek, treft de 
kogel het hellende vlak, dat van uit B onder 25° naar 
beneden loopt, en hoe groot is de snelheid van den kogel in 
het trefpunt? g=10 M.: sin, 25° — 0,425 “COSMO 

2. 5 Tusschen twee overal even dikke homogene plank- 
jes AB en AC, lang 80 cM. en ieder zwaar 2 K.G., die 
van boven door een scharnier 4 verbonden zijn, hangt een 
cylinder P geklemd. De wrijvingscoëfficient van cylinder en 
plankjes == 0.4, de straal van den cylinder = 5 cM. Aan 
de uiteinden der plankjes hangen gewichten van 5 K.G., 
terwijl hoek BAM — 10°. Gevraagd het gewicht van P, 
als de cylinder op het punt is van uitglijden. Sin. 10° = 
OLB coat Wk 10085 

8. 1) Op een hellend vlak ligt een blok C, dat door een 
koord, evenwijdig aan de helling loopende, verbonden is 
met een gewicht D, door middel van een katrol, die zich 
zonder wrijving beweegt. Gewicht C == 100 K.G., D == 
200 K.G. De wrijvingscoêëfficient van blok C op het hellend 
vlak — 0.1; hellingshoek van het vlak — 40°, Blok D 
trekt nu C op, maar als D 20 M. gevallen is, breekt 
't koord. 

Hoever zal blok C daarna nog naar boven glijden? g —= 
LOM s0Sins N40 REDEN NRCOS, 440 na A0 


1) Zie de noot op blz. 4. Red. 
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Natuurkunde. \ 
4 vur. 


Een rechthoekige glazen bak is gemaakt van planpara- 
lelle platen. Op den horizontaal geplaatsten bodem rust 
een prisma van dezelfde glassoort, waarvan de loodrechte 
doorsnede een gelijkbeenige rechthoekige driehoek is, met 
het hypothenusavlak tegen den bodem. De ribben van 
grond- en bovenvlak loopen evenwijdig aan twee der 
wanden, de andere ribben loopen: evenwijdig aan de 
andere wanden van het vat. Verder heeft men water in 
dezen bak geschonken, zóóveel dat het geheele prisma 
onder water ligt. 

… Als nu tegen één der beide laatstgenoemde wanden van 

den bak een lichtstraal valt, in een verticaal vlak lood- 
recht op dien wand, en een hoek van 45° makende met 
dien wand (schuin naar beneden), welke één der zijvlakken 
van het prisma, en ook het midden van het hypothenusa- 
vlak treft, hoe zal deze lichtstraal dan weder in de lucht 
uittreden, en hoe groot is dan de deviatie ? 

De dikte van de wanden van het vat is zéér klein ten 
opzichte van alle andere afmetingen. 

De brekingsindex voor glas is 1,705. 

De brekingsindex voor water is 1,831. 


Op een geleiddraad liggen achtereenvolgens de punten 
A, B, Cen D. De weerstand van het stuk BC is 100 Ohm. 
Wanneer men dit stuk nu wegneemt, doordat men den 
draad in ‘de punten B en C doorknipt, en vervangt door 
de beide nieuwe draden BPC en BC, en als BPC een 
weerstand heeft van 500 Ohm — hoe groot moet dan die 
van BQC genomen worden, opdat een electrische stroom 
die bij B aankomt en bij C weder wegvloeit, geen veran- 
dering ondervinde door deze verwisseling van draden ? 


Bereken voor waterstofgas het verschil tusschen de 
soortelijke warmten bij constanten druk en bij constant 
volumen. 

l Liter normaal waterstofgas weegt 0,0895 gram. Het 
mechanisch warmteaeguivalent is 425. 
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Toelatingsexamen voor de Kon. Mil, Academie te Breda 1907, 
Reken- en Stelkunde. 
l° Vraag. (1 vur tijd). 


Bereken de vierde term van een meetkundige evenredig- 
heid, waarvan de eerste term gelijk is aan (3 — W5) 


W8 + W5) + (3 4 W5) WB — W5), de tweede term gelijk 
8 9 27 


aan 10 X W10 X W10 X W/10 X .... enz. tot een oneindig 
aantal factoren en de derde term gelijk aan den laatsten 
term van een opklimmende rekenkundige reeks, waarvan 
de som van alle termen gelijk is aan 99, het aantal ter- 
men 9 en het verschil 2. 


2e Vraag. 1 uur tijd. 


P en Q rijden per motorfiets tusschen twee plaatsen A 
en B op en neer. P vertrekt uit A en Q uit B. In B aan- 
komende rust P telkens 1 uur en in A aankomende telkens 
1} uur. In A aankomende rust Q telkens 4 uur en in B 
aankomende telkens 1 uur. P heeft over den afstand van 
À naar B 4 uur noodig en Q 5 uur. Wanneer zullen zij 
elkaar voor het eerst, P komende uit A en Q komende 
uit B, ontmoeten in C liggende halfweg AB? 


83° Vraag. 1 uur tijd. 


Los x op uit: 
ak log. 38 + log. x 
EE EE BT Br 
2 + log. © ; 10 


Den log. 
log. 100 =d 


Meetkunde. 
le Vraag. (1 wwr tijd). 


ad. Wanneer men in een driehoek ABC de hoekdeellijn 
AD verlengt, tot zij den omgeschreven cirkel in E snijdt, is: 
ED.EA —= EB?, 
Bewijs deze eigenschap. | 
b. Construeer een driehoek ABC, waarvan gegeven zijn: 
de zijde BC, de hoekdeellijn AD en de hoek A. (Hierbij 
kan van bovenstaande eigenschap gebruik gemaakt worden). 
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2e Vraag. (1 uur tijd). 


Een scheefhoekig parallelopipedum heeft tot grondvlak 
een ruit, waarvan de zijde = a is en de scherpe hoeken 
— 60° zijn; de hoogte van het lichaam is — Jh. Laat men 
uit het middelpunt van het bovenvlak een loodlijn neêr op 
het grondvlak, dan ligt het voetpunt der loodlijn in de 
kleinste diagonaal van het grondvlak op een afstand 5 van 
het middelpunt van het grondvlak. Bereken hieruit de 
lengte van de vier lichaamsdiagonalen van het parallelo- 
pipedum. | 


N.B. Bij de oplossing wordt een duidelijke figuur ver- 
langd. 


se Vraag. (1 uur tijd). 


Uit een papieren ring, welke begrensd wordt door twee 
cirkels uit een punt O als middelpunt met stralen a en b 
beschreven, wordt een deel (het kleinste) weggesneden 
volgens lijnen, die van uit O getrokken, een hoek van 
144° met elkaâr maken. Het overblijvende deel is het 
ontwikkeld rond oppervlak van een afgeknotten kegel. 

A. Bereken den inhoud van dit lichaam. 

B. Welke betrekking moet er tusschen a en b bestaan, 
opdat in den afgeknotten kegel een bol kan worden be- 
schreven ? 

C. In welke verhouding wordt, als aan deze betrekking 
is. voldaan, het oppervlak van den bol verdeeld door den 
cirkel, volgens welken het boloppervlak raakt aan het 
oppervlak van den afgeknotten kegel? 


Gonio- en Trigonometrie. 
le Vraag. (14 uur tijd). 


Van een driehoek ABC, waarin de lijn AD getrokken 
is naar het midden der zijde BC, is gegeven: / BAD = 
dot DO ADAC == 3: 30°20:20 von AD: == N 
— 120,52 Meter. Ter berekening van de hoeken B en C 
kan dienen de betrekking: 


tang 4 (B.C) = tang 4 (a — 9) cot? 4 A. 


Men vraagt deze formule af te leiden, daarna de be- 
rekening uit te voeren en tevens de lengte te bepalen van 
de zijde AB. 
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2e Vraag. (& vur tijd) \ 


Maak de uitdrukking sin 2 a + 2 cosa +- sin 2 b — 
2 sin? b, waarin a en b gegeven hoeken voorstellen, ge- 
schikt ter berekening met logarithmen. _ 


8e Vraag. ($ wur tijd). 


Bepaal alle waarden van x, gelegen tusschen 0° en 3609, 
welke voldoen aan de vergelijking: 


SIN Lat O (SIN 2 RSie 


Beschrijvende Meetkunde. &) 
le.Vraag.: (1 uur tyd). 


Gegeven de kruisende lijnen AB, CD en EF door hunne 
projectiën A’B', C'D’ en E/F’ op het horizontale en AB, 
C”D” en E“F” op het verticale projectievlak. 

Gevraagd: de projectiën van eene lijn te construeeren, 
die evenwijdig loopt aan AB en die de lijnen CD en 
EF snijdt. 


2e Vraag. ($ uur tijd). 


Twee elkaar snijdende lijnen AB en AC liggen in het 
horizontale projectievlak. 

Gevraagd: de projectiën van eene lijn te construeeren, 
die AB onder een hoek van 60° en AC onder een hoek 
van 30° snijdt. 


3e Vraag (1 uur tijd). 


De projectiën te construeeren van een regelmatige vier- 
zijdige piramide TABCD, die met het grondvlak op een 
vlak V rust, gegeven door zijne doorgangen VV, met het 
horizontale en VV, met het verticale projectievlak, indien 
bovendien gegeven zijn de projectiën A’, A” en C’, C°” van 
twee tegenovergestelde hoekpunten van het grondvlak. 
respectievelijk in VV, en VV, gelegen, terwijl de hoek, 
dien de opstaande zijvlakken der piramide met het grond- 
vlak maken gelijk 30° is. 


1) Behalve de constructies, die in bij de opgave gevoegde figuren 
moesten worden uitgevoerd, werd een beknopte toelichting gevraagd. 
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Mechanica. 
le Vraag. (1 uur tijd). 


Een driezijdig prisma, dat met een van zijne zijvlakken 
op een horizontaal vlak ligt, wordt door een vlak loodrecht 
op de evenwijdige ribben, gesneden, volgens een A ABO, 
waarvan de zijde AC horizontaal is. Een materiëel punt 
wordt met eene snelheià v uit A in de richting AB tegen 
het lichaam opgeworpen en verlaat dit in B met eene 
snelheid v‚. Men vraagt: 


1°. de grootte van de snelheid v; 

2°, de plaats waar, en de snelheid (richting en grootte), 
waarmede het punt het horizontale vlak bereikt, waarop 
het prisma ligt. 

Gegevens: / A == 30°, 4C' == 90°, AB =2M, % = 
1 M., g = 10 M., de wrijvingscoëfficiënt bij de beweging 
van het punt over het prisma —= +3. 


2e Vraag. (1 vur tijd). 


Een niet-homogene staaf AB is met het uiteinde A schar- 
nierend aan een horizontaal vlak bevestigd en maakt met 
dit vlak een hoek van 30° (zwaartepunt der staaf in 4, 
zoodat AZ = £ AB is, gewicht G}). Zij steunt met het 
uiteinde B tegen het rondoppervlak van een op het horizon- 
tale vlak geplaatsten kegel, waarvan de beschrijvende lijn 
gelijk aan de middellijn van het grondvlak en gelijk aan 
de lengte van de staaf is (het verticale vlak, waarin de 
staaf beweegbaar is, gaat door de as van den kegel). 

Als de kegel, die 3 G. weegt, op het punt is ver- 
schoven te worden en er alleen wrijving is tusschen het 
grondvlak van den kegel en het horizontale vlak, vraagt 
men de grootte en de richting van den weerstand in het 
scharnier en de wrijvingscoëfficiënt voor kegel en horizon- 
taal vlak te bepalen. 


se Vraag. (1 uur tjd). 


Men verbindt het hoekpunt A van den gelijkzijdigen 
driehoek ABC (zijde == a) met de hoekpunten B en C 
door cirkelbogen, waarvan C en B de middelpunten zijn. 
Bereken de ligging van het zwaartepunt van de vlakke 
figuur, begrensd door de beide cirkelbogen en de zijde BC. 
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N.B. De gebruikte uitdrukking voor de ligging van het 
zwaartepunt van een cirkelsector of van een cirkelsegment 
moet afgeleid worden. 


Natuurkunde. 
le Vraag. (1 uur tijd). 


Een stroom, geleverd door een batterij van 150 Bunsen- 
elementen, elk met een electromotorisch vermogen van 
1,8 Volt en een inwendigen weerstand van 0,25 Ohm, 
splitst zich in 5 takken, in elk. waarvan een electrische 
lamp, die bij een energieverbruik van 45 Watt een stroom- 
spanning eischt van 40 Volt. Hoe moeten de elementen 
hiertoe gegroepeerd worden? De weerstanden der verbin- 
dingsdraden worden verwaarloosd. 


2e Vraag. (1 wur tijd). 


1 MS. lucht van 10° wordt verwarmd, totdat het volume 
1200 L. is geworden; de spanning blijft daarbij gelijk aan 
den luchtdruk, die 75 cM. kwik bedraagt. Gevraagd: 

10. Tot welke temperatuur moet de lucht verwarmd 
worden ? 

20, Hoeveel calorieën zijn daarvoor noodig? 

80, Hoe groot is de uitwendige arbeid ? 

40, Hoeveel calorieën zouden voor dezelfde temperatuurs- 
verhooging. noodig zijn, als het volume der lucht con- 
stant bleef? , 

50, Hoe groot is het mechanisch equivalent der warmte- 
eenheid ? 

1 L. normale lucht weegt 1,8 G.; uitzettingscoëfficient 


van lucht = +5; S. W. van lucht bij constante span- 
ning — 0,2375. Verhouding der S. W. van lucht bij con- 
stante spanning tot die bij constante volume == 1,4. 

S.G. van kwik = 18.6 g == 981,2. 


se Vraag. (1 wur tijd). 


Naar keuze: 
a. De bepaling van de snelheid van het licht; òf 
b. Vergelijk de werking van convergeerende spiegels 
(holle spiegels) en convergeerende lenzen (bolle lenzen). 
Toe te lichten door teekeningen. 
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Eindexamen der Hoogere Burgerscholen in 1907, 
Algebra. (8 uren.) 
1. Los x op uit de vergelijking: 


log. x 0 4% 49 
ede Ee Fel, 


waarin het tweede lid een oneindig voortloopende meet- 
kundige reeks en mr —= 3,14159..... iS, 

2. Aan een rechten weg zijn twee plaatsen gelegen, A 
en B. Uit A vertrekt in de richting A B een wielrijder, 
die het eerste uur 12 K.M., doch elk volgend uur # K.M. 
minder aflegt. 

Uit B vertrekt 8 uur later een tweede wielrijder in 
dezelfde richting, die het eerste uur 9 K.M. en elk volgend 
uur $ K.M. minder aflegt. 

De afstand A B = 55 K.M. 

Wanneer zal een van beide wielrijders den anderen 
inhalen ? 

8. Iemand moest op 1 Januari 1907, 1 Januari 1912 en 
1 Januari 1916 telkens f 5000 betalen. In plaats daarvan 
betaalde hij op 1 Januari 1907 en zal hij elk volgend jaar 
op 1 Januari, tot en met 1 Januari 1916, een zelfde be- 
drag betalen. Hoe groot is het bedrag? 

Als hij dit bedrag echter zes op elkaar volgende jaren 
op 1 Januari betaald heeft houdt hij op met betalen om 
zijne dan nog overgebleven schuld op 1 Januari 1916 in 
eens af te doen. Hoeveel moet hij dan betalen? De rente- 
voet is 4 percent. 


Meetkunde. (5 wren). 


1. Een lijn AB —= a centimeter is gegeven als koorde 
van een cirkel. Gevraagd wordt dezen cirkel te construeeren, 
als nog bekend is, dat de gegeven koorde door een middel- 
lijn van den gevraagden cirkel, die deze koorde onder een 
hoek van 60° snijdt, in de uiterste en middelste reden wordt 
verdeeld. Verder wordt gevraagd, den straal R van dien 
cirkel in a uit te drukken. 

2. Gegeven een kubus met ribbe a. Men snijdt hiervan 
vier driezijdige piramiden af door vier vlakken. Elk dier 
vlakken gaat door een hoekpunt van het grondvlak en 
door de verbindingslijn van de middens van die beide ribben 
van het bovenvlak, welke elk afzonderlijk met genoemd 
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hoekpunt in een zijvlak liggen. Het overschietende lichaam 
wordt door een vlak evenwijdig aan het grondvlak zoodanig 
gesneden, dat de doorsnede een regelmatige achthoek is. 
Gevraagd, de deelen te bepalen, waarin de inhoud van het 
zooeven genoemde lichaam door het vlak van den regel- 
matigen achthoek verdeeld wordt. 

8. Van een kegel is de hoogte gelijk aan de middellijn 
van het grondvlak gelijk 2 a centimeter. Uit het midden 
van de as als middelpunt beschrijft men een bol met een 
straal gelijk 4 a centimeter. Wordt gevraagd te berekenen: 

a. van het deel van den bol buiten den kegel het totale 
oppervlak — dus het bolvormig en kegelvormig gedeelte te 
zamen — benevens den inhoud; 

b. den inhoud van beide stukken van den kegel buiten 
den bol. 


Goniometrie en Trigonometrie. (8 wren). 


1. Bereken # uit de vergelijking: 
4 sec. 2x 
1 + cot. 2x 
2. Te bewijzen, dat driehoek A BC rechthoekig is, als 
gegeven is: 
| sin. + (A + B) -186C. A XASGEND 
cot. £ C X cos. (A — B) sec. A + sec. B 
8. Van een vierhoek ABCD zijn gegeven: 
de zijden. AB — 19,85 
B Ge died 
CD —= 46,04 
DA 31420. en 
hoek GA Br doiad. 
Wordt gevraagd te berekenen hoek A DB. 


DZ Ht IE 


Beschrijvende Meetkunde. (3 wren.) 


1. Gegeven zijn twee elkaar snijdende lijnen 4 en ms; 
is evenwijdig aan het horizontale projectievlak, m is wille- 
keurig. Men vraagt de projectiën van een gelijkzijdigen 
driehoek te construeeren, waarvan de basis op l en de top 
op m ligt. De zijde van den driehoek heeft een gegeven 
lengte. | 

2. Gegeven zijn een lijn / en een vlak V. Gevraagd 
wordt eene lijn te construeeren, die in een gegeven punt 
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p van de lijn 4 loodrecht op 4 staat en het vlak V snijdt 
in een punt q,‚ zoodat de lijn, die p met q verbindt, eene 
gegeven lengte heeft. 

3. Gevraagd wordt: de projectiën op een horizontaal en 
een verticaal projectievlak aan te nemen van eene driezijdige 
piramide {a bc, waarvan de opstaande ribben even lang 
zijn en die met het grondvlak abc op het horizontaal 
projectievlak staat. Vervolgens: op de ribbe tc een punt 
te bepalen, dat evenver verwijderd is van het zijvlak {ab 
als van het grondvlak. 

Men neme de kleinste zijde ab van het grondvlak zóó 
aan, dat haar verlengde de as van projectie onder een hoek 
van 60° snijdt. 


Werktuigkunde (8 uren). 


1. Een homogene halve bol, die een gewicht heeft van — 
50 kilogram en een straal van 2 decimeter, rust met het 
bolvormig oppervlak op een horizontaal vlak, terwijl op 
het ruwe platte grensvlak een lichaam geplaatst is, dat 
een gewicht heeft van 7,5 kilogram, op een afstand van 
0,5 decimeter van het middelpunt verwijderd. Gevraagd 
wordt: 

ad. hoe groot de hoek is, dien het platte grensvlak in 
den toestand van evenwicht maakt met het horizon- 
tale vlak; 

b. hoe groot de wrijvingscoëfficient is als men weet, dat 
het lichaam juist op het punt is langs het platte grensvlak 
af te glijden; 

c. hoe groot de wrijvingscoëfficient minstens zou moeten 
zijn, opdat het lichaam, waar ook op het platte grensvlak 
geplaatst, nooit zou afglijden. 

Bij de berekening kan het lichaam als een stoffelijk punt 
worden beschouwd. 

2. Een ruw hellend vlak A B maakt met een horizon- 
taal vlak B C een hoek van 30°. Op het been A B van 
den standhoek van den tweevlakshoek, door beide vlakken 
gevormd, worden twee lichamen P en Q geplaatst: P 
hooger dan Q. Deze lichamen mogen als stoffelijke punten 
beschouwd worden en zijn door een koord verbonden. Bij 
de beweging langs het vlak ondervindt P eene wrijving, 
waarvoor de wrijvingscoefficient + V/3, en Q eene wrijving, 
waarvoor de wrijvingscoefficient t W/3 is. Als deze licha- 
men worden losgelaten, hoe groot is dan, in den toestand 
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van beweging, de spanning van het koord? Als 2 secon- 
den, na den aanvang der beweging, het koord breekt, 
welke beweging zal dan het lichaam P verkrijgen? 


Het gewicht van het lichaam P is 15 kilogram, dat van - 


Q is 25 kilogram. 

3. Te behandelen één der twee volgende onderwerpen, 
ter keuze van den candidaat: 

d. De eenheid van kracht, van versnelling, van massa 
en van arbeid in hun onderling verband, in het statische 
en in het dynamische stelsel, alsmede de verhouding die 
er tusschen de overeenkomstige eenheden in beide stelsels 
bestaat ; 

b. Een lichaam beweegt zich, gedurende zekeren tijd, 
zonder wrijvingsweerstand te ondervinden, over een hori- 
zontaal vlak, onder de werking van eene standvastige 
kracht, waarvan de richting samenvalt met de richting 
der beweging. De betrekking te vinden, die er bestaat 
tusschen den door die kracht verrichten arbeid en het 
arbeidsvermogen van beweging, dat het lichaam bij het 
begin en bij het einde van dien tijd bezit, als de aan vangs- 
snelheid gelijk v, en de eindsnelheid gelijk v wordt gesteld. 


Natuurkunde. (£ wren.) 


1. Door een draad gaat een stroom van 10 Ampères, 
die zich in twee deelen splitst, welke zich later weer ver- 
eenigen. De eene tak bestaat uit een platinadraad van 
3 Ohms weerstand, die gedompeld is in een calorimeter, 
bevattende 600 gram alcohol, terwijl de waterwaarde van 
den calorimeter 50 gram bedraagt. / 

In den tweeden tak, die een weerstand van 7 Ohms 
heeft, bevindt zich een ontledingstoestel met kopersulphaat 
en koperen electroden. Bereken: 

ad. Hoeveel graden de alcohol in temperatuur gestegen 
is, nadat de stroom 8 minuten gesloten is geweest. 

b. Hoeveel gram koper zich in hetzelfde tijdsverloop 
tegen de kathode heeft afgescheiden. 

Gegeven is: een stroom van 1 Ampère ontwikkelt in een . 
draad van 1 Ohm weerstand 0,24 gramcalorieën per seconde. 

Soortelijke warmte van alcohol gelijk 0,6. 

Electrochemisch aeguivalent van zilver gelijk 0,0011 gram. 

Atoomgewicht van zilver gelijk 108, van koper gelijk 63. 

Verder wordt verlangd drie onderwerpen kort en zakelijk 
te behandelen. De candidaat kieze één onderwerp uit het 
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hieronder volgend stel A, één onderwerp uit het stel B en 
één onderwerp uit het stel C. 


1. Geef eene bepaling van den uitzettingscoëfficient van 
een gas en beschrijf eene methode om dien te bepalen. 

2. Beschrijf eene methode tot het verkrijgen van zeer 
lage temperaturen en verklaar waardoor de daling in tem- 
peratuur ontstaat. 

B. | 

1. Het verbinden van galvanische cellen tot eene bat- 
terij, ten einde de grootst mogelijke stroomsterkte te 
verkrijgen. 

2. Het ontstaan van kathode-stralen en Röntgen- (X) 
stralen. In welk opzicht bestaat er tusschen die stralen 
onderscheid ? 

Wat weet gij van de stralen die door radium worden 
uitgezonden ? 

CG. 

1. Verklaar de kleurschifting bij de beeldvorming door 
een convergeerende lens en de correctie daarvan. 

2. De inrichting en het gebruik van den spectroscoop. 
Beschrijf de verschillende soorten van spectra, die er mee 
kunnen worden waargenomen. 


Toelatingsexamen tot de Technische Hoogeschool te Delft in 1907, 


Algebra. 


1. Bereken de waarden van x, welke aan de verge- 
lijking: 

ep ED er UNE A — 0 
voldoen, indien 8 als grondtal van het logarithmenstelsel 
wordt aangenomen. 


N.B. In het antwoord geen exponenten laten staan. 
2. Welke waarde moet A hebben in de vergelijking: 


3a2 — |W (14 — 6 V5) + Yo VAI Xe + A =0, 
opdat het verschil der vierkanten van de wortels gelijk zij 
aan de som der wortels’? 


3. Men vraagt Lim. S == 8, + 89 +- 83 +... Js te 
TND 
bepalen, als s, — de limiet der som van een oneindig 


Examen-Opgaven in 1907 en 1908. 2 


18 


aantal termen, eener afdalende meetkundige reeks, waar- 


van de reden =='r en de eerste term" iS SSN 
limiet der som van een oneindig aantal termen eener 
afdalende meetkundige reeks, waarvan de reden == r en 
de eerste term — de mdeterm der vorige reeks is; als 
Sz — de limiet der som van een opeindig aantal termen 
eener afdalende meetkundige reeks, waarvan de reden == 
r, en de eerste term — de mdeterm der vorige reeks is; 
enz. enz. 


Bereken daarna: 
Lm. S, als a ==, or —=0,84597 ven nt 
ne) 


Meetkunde. 


1. Van een A ABC zijn de zijden a, b en c. Druk het 
oppervlak van den driehoek, gevormd door de binnen- en 
buitenbissectrix van / 4, en de basis (of haar verlengde), 
uit in deze gegevens. 

2. Van een viervlak 4 BCD zijn de drie zijden van 
den drievlakshoek A, recht, terwijl de ribben AB, AC, 
en AD resp. a, b en c zijn. Bereken den straal van den 
omgeschreven bol van dit viervlak. | 

3. Van een boldriehoek is geven: ’toppervlak — zr en 
de straal van den bol —= 2 W/8. Bepaal de hoeken van 
den gelijkzijdigen boldriehoek, welks oppervlak 8 X 200 
groot is. 

Bewijs daarna de gebruikte stereometrische formule. 


Trigonometrie. \ 


1. Los # op uit de vergelijking: 
2 X sin? 8m J- sint 6 —= 2. 
2. Van een, /\-A B 0 zijn gegeven 4. — 65,40 eNE 
bs. 98, 0arn 
A= 28° DIEN 
Bepaal het oppervlak van dien driehoek. 
3. Bewijs dat in elken A ABC de volgende betrek- 
king geldt: 
s f 
Pi A enne waarin A —= de straal 
van den omgeschreven cirkel, en s = de halve omtrek van _ 
den driehoek is. Maak daarna deze waarde geschikt voor 
berekening met logarithmen. 
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Beschrijvende Meetkunde. 


1. Twee kruisende rechten ab en cd, benevens een vlak 
V zijn gegeven. Men bepaalt in elk der gegeven lijnen een 
punt, dat op gelijken afstand ligt van vlak V en ’t verti- 
cale projectievlak. 

Bepaal den werkelijken afstand der geconstrueerde 
punten. 

1. Een viervlak TA BC rust met ’tgrondvlak A BCG 
op het horizontale projectievlak. Door ’tzwaartepunt Z 
van dit viervlak brengt men een vlak / aan, evenwijdig 
met de projectie as, terwijl het tevens een hoek van 45° 
met het verticale projectievlak maakt. Bepaal het snijpunt 
S van de ribbe A 7 met dit vlak. 

3. Een regelmatige vijfzijdige piramide 7 4 BCD E staat 
met het grondvlak A BCD E op een willekeurig gegeven 
vlak VV. De straal van den omgeschreven cirkel van ’t 
grondvlak en de hoogte zijn gegeven. Construeer de hori- 
zontale projectie dezer piramide. 


Natuurkunde. 


Aan een U-vormige buis is aan het eene been een ballon 
verbonden van 3,2 dMS. inhoud, zoodat de toestel den 
vorm heeft van een open kwik-manometer. De inhoud van 
het gedeelte der buis tusschen den ballon en den kwik- 
spiegel in het eene been is 30 cMS, Ballon en been zijn 
luchtledig. 

Terwijl de geheele luchtledige ruimte op een tempera- 
tuur van 50° C. wordt gehouden, wordt er zooveel lucht- 
vrij water ingebracht, dat al het water verdampt en de 
ruimte verzadigd is met waterdamp. 

Daarna wordt de temperatuur van die ruimte op 100° C. 
gebracht. 

Vervolgens, terwijl de temperatuur 100° C. blijft, wordt 
er weder in die ruimte zooveel luchtvrij water bij inge- 
bracht, dat ze weer verzadigd is met waterdamp. 

Door bijschenken van kwik in het open been, wordt het 
kwikoppervlak in het been, waaraan de ballon verbonden 
is, steeds op dezelfde hoogte gehouden. 

a. Hoe groot was de afstand der kwik-oppervlakken in 
de beide beenen van den manometer bij begin van de 
proef? b. Hoe groot was die afstand na ‘tinbrengen van 
de eerste hoeveelheid water? c. Hoe groot was die afstand 
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na ’t verwarmen van 50° C. tot 100° C, en d. hoe groot 
na het inbrengen van de tweede hoeveelheid water. e. Hoe- 
veel gram woog de eerste hoeveelheid water ? 

De barometerstand gedurende de geheele proef 7.7 cM. 
Maximum spanning van waterdamp bij 50° 9 cM. Damp- 
dichtheid van waterdamp ö/g. Uitzettingscoëfficient van 
gassen Ílors. De uitzetting van glas en kwik worde ver- 
waarloosd. Soortgelijk gewicht der lucht 0.0013. 

Dit vraagstuk beredeneerd oplossen en de oplossing door 
teekeningen toelichten. 

Verder 8 opstellen. 


Werktuigkunde. 


1. Van een kegelvormigen bolsector is de straal van den 
bol ER, en de pijl = h. Bepaal den afstand van het zwaarte- 
punt van het geheele oppervlak van dit lichaam tot het 
middelpunt van den bol, waartoe de bolsector behoort. 

2. Twee hellende vlakken, ’teerste volkomen glad, ’t 
tweede ruw, maken resp. hoeken van 30° en 45° met den 
horizon. Op elk dezer vlakken ligt een stoffelijk punt op 
gelijke hoogte boven ’t zelfde horizontale vlak. Beide punten 
vertrekken gelijktijdig zonder beginsnelheid, terwijl hun 
verbindingslijn steeds horizontaal blijft. Bepaal de wrijvings- 
coëfficiënt voor het ruwe hellende vlak. ; 

5. Met eene gewone takel, waarvan elk blok uit drie 
gelijke schijven bestaat, takelt men een last van 500 K.G. 
eenparig naar boven. Als nu gegeven is: de straal der 
schijven =— 10 cM,‚ die der. schiĳjfassen —= 1 cM., en de 
wrijvingshoek == 10°, vraagt men de spanning te bepalen 
in ’ttouw, waaraan het vaste blok is bevestigd. 

N.B. Alle touwen worden verticaal gedacht en volkomen 
buigzaam, terwijl het gewicht van den takel zelf verwaar- 
loosd wordt. 


Scheikunde. 


1. 2,9125 gram bariumsulfaat wordt uit 100 cM°- eener 
oplossing van zwavelzuur in water met overmaat van 
bariumchloride oplossing neergeslagen. 

Wordt gevraagd met een beredeneerde oplossing te be- 
rekenen. 

a. de normaliteit of titer van de gebruikte zwavelzuur- _ 
oplossing. 

b. het aantal cMS. 0.12 normaal calciumhydroxyde oplos- 
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sing noodig om 24 cMS. van de sub. a bedoelde zwavel- 
zuuroplossing te neutraliseeren.” 

c. Het aantal Liters ammoniakgas van O° en 76 cM. 
spanning, dat door 4 Liter der sub. a genoemde zwavel- 
zuur oplossing moet worden gevoerd om dit zuur om te 
zetten tot ammoniumsulfaat. 

0 On lO EED Tl, C4==40. 

1 Liter H van 0° en 76 cM. weegt 0,089 gram. 

2. In een apparaat van Marsh wordt 0.4 gram ratten- 
kruid van 99°/, met behulp van zink en zwavelzuur 
omgezet tot arseenwaterstofgas en water. 

Wordt gevraagd: 

a. Een schetsteekening van een apparaat van Marsh te 
maken en de eigenschappen van arseenwaterstofgas te ver- 
melden. 

b. Met een beredeneerde oplossing te berekenen: 

Hoeveel gram zink voor de omzetting noodig is. 

Hoeveel cM3. arseenwaterstofgas van O° en 76 cM. span- 
ning ontstaan. 


ne Zn 00 Hls S= 8; 
1 Liter H van O° en 76 cM. spanning weegt 0,089 gram. 


Propaedeutische Examens aan de Technische Hoogeschool Mei 1907. 
Analytische Meetkunde. 


1. Gegeven: leen cirkel, met straal R, waarvan het 
middelpunt in den oorsprong ligt; IT eene lijn / waarvan 
de vergelijking is: 2x —= R; III een punt A waarvan de 
coördinaten zijn ” —= — 2 A, 4 — 0. Door het punt 4 
trekt men eene lijn, die £ snijdt in P, De poollijn van P 
ten opzichte van den cirkel snijdt A P in @). Gevraagd de 
meetkundige plaats van Q als P de lijn 4 doorloopt. 

2. Voor een punt P bepaalt men de poolvlakken V, en 
Vo, Ben opzichte van de beide oppervlakken 

Ly dye ear=l, 
2 J y 2 —= 9 Ae 

De meetkundige plaats Dee punten P, waarvoor de beide 
poolvlakken loodrecht op elkaar staan, is een kwadratische 
kegel. Gevraagd te bepalen de vergelijking van dezen kegel 
en de coördinaten van diens top. 

3. In het vlak 4 = 0 ligt een cirkel: 

xv +- 22 — RZ, 
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In het vlak © —= 0 ligt eene parabool: 
22 — R(R— yy). 

Wordt gevraagd: [ te bepalen de vergelijking van den 
bundel kwadratische oppervlakken gaande door cirkel en 
parabool; IT te bepalen de vergelijkingen der 83 opper vlak- 
ken uit dezen bundel, welke het vlak z == 0 snijden volgens 
lijnenparen; IL te bepalen de aard dezer 8 oppervlakken 
en [V te onderzoeken of deze 3 oppervlakken raken het 
vlakss sij 


Analytische Meetkunde voor Bouwkundige 
en Scheikundige Ingenieurs. 


1. Gegeven binnen een cirkel een punt @. Uit de pool 
P van eene lijn p gaande door @ laat men een loodlijn 
neer op p; het voetpunt is V. Gevraagd de meetkundige 
plaats van V als p draait om Q. 

2. Van eene lijn 4 is de vergelijking: 

Oale Bn | 

Van een punt F zijn de coördinaten x = 8, 4 == 0. Uit 
een punt P is een loodlijn P V neergelaten op /. Gevraagd: 
IT de meetkundige plaats van de punten P waarvoor 

EET 
IT met behulp van deze meetkundige plaats te bepalen de 
punten Pop de hijn 
dar + 154 == 60 
waarvoor Le 
8. Bewijs, dat de 2 cirkels 
zit y2 — 10e t2y 17 == 0, 
xt 2 H 8 — yy —7=0 
elkaar aanraken. 

Bepaal daarna de vergelijkingen van de cirkels, die de 
twee gegeven cirkels in hun gemeenschappelijk raakpunt 
aanraken en die tevens raken aan de Y-as. 


Differentiaal- en integraalrekening. 


1. Het osculatievlak in een punt van de kromme 
z 
Vaer UU RE 


een (2) 

is tevens raakvlak aan het oppervlak (1). Bewijs dit. 
2. Bepaal de coöfficiënten A, B, CG, D in de differentiaal- 
uitdrukking. 
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(6 22 + Ayzt5yt Be) de + (Gaz +5 21y2 + 
J 22) dy + (Buy d-7aret-Dyt-922) de 
zóó, dat deze een volkomen differentiaal du wordt en bepaal u. 
3. Men vraagt het oppervlak van het gesloten deel der 
kromme 
LE Zany ys=0 
te berekenen. 
4. Integreer de differentiaalvergelijking 


2 UU 3 d Dy 
Dd zaten 


Differentiaal- en Integraalrekening. 


Bouwkundige Ingenieurs. 


1. Voor de krommen 
ya en #3 —=3a2y 
heeft in hun snijpunt de uitdrukking 
Emi 
Ar 
dezelfde waarde. Bewijs dit. 
2. Voor eene arbeiderskolonie moeten een groot aantal 
woningen van ééne verdieping worden gebouwd, ingericht 
volgens bijgaande teekening en van 64 M? grondvlakte. 


D C 


Woonkamer. Werkplaats. 
er 
5 
c5 
ee 
H K 
Berg- 
Slaapkamer. Es RR Keuken. den 
TN SD ET BOR 2 ETE B 


Verder moeten genomen worden 
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APB 

PQ AB 
OER 

A= BK= SBO 


_ Als de dikte der muren verwaarloosd wordt, bij welke 
afmetingen van het huis hebben dan de gezamenlijke muren 
de geringste lengte? 


Differentiaal- en Integraalrekening. 
Scheikundige ingenieurs. 


1. Voor de krommen 
LTA ONT LE 
heeft in hun snijpunt de uitdrukking 
1de 
Fi 
dezelfde waarde. Bewijs dit. 

2. De punten A en B zijn twee warmtebronnen van de 
intensiteit a en b. Waar moet op lijn AB een punt tus- 
schen A en B geplaatst worden om zoo weinig mogelijk 
warmte op te vangen ? 

De warmte, die het van elke warmtebron ontvangt, is 
_ omgekeerd evenredig met het vierkant van den afstand tot 
die bron. 

3. In eene kleverige vloeistof wordt eene breinaald ge- 
stoken en vervolgens verticaal tot in het oneindige naar 
boven getrokken. Hoe groot is het volume der vloei- 
stof, dat boven het oorspronkelijke niveau wordt opge- 
heven? 

De vloeistofzuil is eene omwentelingsfiguur, die eene 
meridiaandoorsnede heeft van de vergelijking 


UIt) Yb) = df, 
wanneer de X-as in den oorspronkelijken spiegel ligt en 
de Y-as door de naald gaat. 
In deze opgave zijn het vloeistofvolume en de adhesie 
tusschen naald en vloeistof oneindig groot gedacht. 
4. Bewijs de convergentie der reeks 


ii | 
ER dee oer 
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Stelkunde. 


1. De hoekpunten van een driehoek ABC stellen com- 
pleze getallen voor, wanneer zij betrokken worden op twee 
rechthoekige assen in het vlak van den driehoek. 

Bepaal: 

10, den modulus en het argument van elk der getallen 

A-B, B-C, C-A: 
20, den modulus en het argument van de verhouding 
A-C 
Â-B 
2. De vergelijking 
xt ApS 5 tr—l=0 
heeft twee hestaanbare wortels. Toon dit aan en sluit elk 
hunner tusschen twee opeenvolgende geheele getallen in. 


Stelkunde. 


Bouwkundige Ingenieurs. 


1. Bewijs de convergentie der reeks 
1 1 l 1 
1 55 zi TR, 
2. De vergelijking 
xe 435 l=0 
heeft twee bestaanbare wortels. Toon dit aan en sluit elk 
hunner tusschen twee opeenvolgende geheele getallen in. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Perspectief. Gegeven: horizonshoogte 15 cM., distan- 
tie 30 cM. Een omwentelingscylinder (straal 4 cM.) rust 
met den omtrek van het benedenvlak op het grondvlak en 
met den omtrek van het bovenvlak tegen het tafereel in 
een punt A van den horizon. A is het midden tusschen 
oog- en distantiepunt. De as van den cylinder kruist de 
grondlijn loodrecht en maakt een hoek van 45° met den 
grond. Teeken de perspectief van dezen cylinder. 

2. Axvonometrie. Gegeven / XO Y —= 135% /YOZ == 
120°. Een omwentelingscylinder (straal 5 cM.) is zoodanig 
neergelegd, dat zijn grondvlak tegen het vlak X OZ rust 
en zijn rond oppervlak aan de vlakken YOZ en XOY 
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raakt. Op dezen cylinder ligt één omgang van eene schroef- 
lijn, welke het raakpunt A van het grondvlak van den 
cylinder met OZ tot beginpunt heeft en van dit punt uit 
stijgt. De schroeflijn snijdt alle beschrij vende rechten onder 
een hoek van 60°, 

Construeer van deze schroeflijn het punt gelegen in het 
vlak XOY, en de punten gelegen in het horizontale vlak 
door de as van den cylinder gebracht. Construeer ook de 
raaklijnen in die punten. 

3. Rechthoekige projectie. Een regelvlak (rechte conoide) 
is bepaald door de navolgende richtlijnen. 10. Een cirkel 
(middelpunt M, straal 8 cM.) liggende in het verticale vlak 
en rakende aan de as van projectie in het punt A; M 
ligt boven de as. 20, Een rechte lijn a in het horizontale 
vlak evenwijdig aan de as van projectie en op een afstand 
van 8 cM. daarvoor gelegen. 30. Het richtvlak staat lood- 
recht op de as van projectie. Een omwentelingskegel heeft 
tot basis een in het horizontale vlak voor de as van pro- 
jectie gelegen cirkel, welke in het punt A de as van projectie 
raakt. De straal van dezen cirkel is eveneens 8 cM. en 
zijn middelpunt N ligt dus op a. Hoogte van den kegel 20 
cM. Men vraagt de constructie der boven het horizontale 
vlak gelegen punten van de doorsnijding der beide opper- 
vlakken, welke gelegen zijn in een vlak loodrecht op de 
as van projectie op 6 cM. links van A. Construeer ook 
de raaklijn aan de doorsnijding in het hoogst gelegene der 
gevonden snijpunten. 


Differentiaal- en Integraalrekening. 
Na de Zomervacantie. 


1. Het lichaam, begrensd door het platte vlak 2=—= 4 en 
het gebogen vlak 2 —=5 22 — 2 xy + y? is half zoo groot als 
een cylinder met hetzelfde bovenvlak en gelijke hoogte. 
Bewijs dit. 

2. Bepaal de vlakke kromme, waarvoor de lengte van 
den- boog s, gerekend van het punt x= 0, yam 
bepaald wordt door de vergelijking 


s =y H 2 Vaa. 
8. Deel getal a zoodanig in drie deelen #, y en z, dat 
Iloxy + Ela ye + Ely zae een maximum of minimum wordt. 
Onderzoek welk der twee gevallen aanwezig is, 
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Voor Architecten. 


1. Tot welke waarde nadert Var als # tot nul en 


tot oo nadert? 
2. Van een over eene rechte lijn rollenden cirkel wordt 
iedere middellijn door eene cycloïde omhuld. Bewijs dit. 


Voor Technologen. 


1. Wat is de limiet van ME. ne T° wanneer x tot „ul 
of tot oo nadert? 

2. Twee zouten A en B zijn in hoeveelheden a en b 
te zamen opgelost. Eene hoeveelheid ce van een derde zout 
C wordt toegevoegd, waardoor A en B gedeeltelijk neer- 
geslagen worden met de snelheden van de gewone bimole- 
culaire reactie, die dus respectievelijk worden voorgesteld 
door de uitdrukkingen 


lee) 


AI hg (D= 4) (61.2). 


Hierin stellen #, y en z de ontlede hoeveelheden der 
drie zouten na tf seconden voor. 

Men vraagt de betrekking tusschen « en y,‚ onafhankelijk 
van # en f, en zonder differentiaalteekens te bepalen. 

8. Volgens Mellor en Bradshaw (Zeit. phys. chem., dl. 
48, 1904, blz. 858) wordt de snelheid der hydrolyse van 
rietsuiker uitgedrukt door de lineaire differentiaal-verge- 
lijking 

CE Har Aalter *t). 


Druk de betrekking tusschen « en { zonder differentiaal- 
teekens uit. 


Analytische Meetkunde. £ 


1. Gegeven drie rechten, waarvan de vergelijkingen op 
rechthoekige assen zijn: 


3de 5 ==0, 
Dennen Dr 0, 
L — dy — 25 —= 0. 
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Gevraagd de vergelijking van den cirkel, beschreven om den 
driehoek, waarvan de zijden liggen op de drie gegeven rechten. 
2. Van een SE ee is a vergelijking: 


Se 


Van een rechte /, zijn de Beba 
LM) 

_ Van een rechte l, zijn de vergelijkingen : 
DEORE Ds 

Een rechte r is evenwijdig aan het vlak 2 = O0 en ont- 
moet de beide rechten /, en 4. 

Men bepaalt de toegevoegde poollijn 7’ der rechte 7 ten 
opzichte van de ellipsoïde 4. 

Wordt gevraagd: L. Te bepalen de vergelijking van het 
kwadratisch oppervlak, dat beschreven wordt door de pool- 
lijn 7’ als # glijdt over en ls, steeds blijvend evenwijdig 
aan het vlak 2 — 0; 

II. Te bepalen den aard van dit kwadratisch oppervlak. 


3. Gegeven in het vlak 2 —= 1 twee kegelsneden waar- 
van de vergelijkingen zijn: 
xy? 2 
x ye er 
Ba ds Ten 1; a grooter dan b zijnde. 


Gevraagd: I. Te bepalen de vergelijkingen der beide 
kegels, die den oorsprong tot top en deze twee kegelsneden 
respectievelijk tot richtkrommen hebben; 

IL. Te bepalen de vergelijking van den bundel kwadratische 
oppervlakken, gaande door de doorsnijding der beide kegels; 
HI. Te bepalen de vergelijkingen der vlakkenparen, 

welke tot dezen bundel behooren; 

IV. Te bepalen de vergelijkingen der snijlijnen der beide 
kegels; 

Mi: Te bepalen de vergelijkingen van de oppervlakken 
uit den bundel, welke raken aan het vlak y == 0. 


Voor Bouwkundige en Scheikundige ingenieurs. 


1. Gegeven de vergelijking van een ellips 
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Uit een brandpunt £, laat men een loodlijn neer op een 
middellijn van deze ellips en uit het tweede brandpunt #, 
laat men een loodlijn neer op de middellijn, welke toege- 
voegd is aan de eerste. 

Deze twee loodlijnen snijden elkaar in een punt G. 
Gevraagd de vergelijking der meetkundige plaats van het 
punt @. 

2. Gevraagd te bepalen de meetkundige plaats van een 
punt P waarvoor 

VERO EDER 
waarbij @ is een punt op de X-as, gelegen op een afstand 
5 van den oorsprong 0. 

Met behulp dezer meetkundige plaats te bepalen de 
punten P gelegen op de rechte, welke wordt voorgesteld 
door de vergelijking 

Ly J 3 =0, 
on voldoende aan 
derd (AE 
8. Gegeven de vergelijkingen van twee cirkels 
Lidy Ardy 4=0, 
Lyn dytl=0. 

Toon aan dat deze twee cirkels concentrisch zijn. 

Bepaal: Lì. De vergelijking der kegelsnede, welke door 
den oorsprong gaat en behoort tot den bundel door de 
twee cirkels bepaald; 

IT. De vergelijkingen der 3 lijnenparen van den bundel; 

IL. De vergelijking der meetkundige plaats van de raak- 
punten van raaklijnen uit den oorsprong aan de kegelsneden 
van den bundel getrokken; 

IV. De vergelijking van de machtlijn van de twee 
gegeven cirkels. 


Stelkunde. 


1. Onder welke voorwaarden kan de vergelijking 
gn — NPI? + q =0 
gelijke wortels hebben? 
2. Bepaal de wortels der vergelijking 
228544? Ld 5 2=0 
8. Hoe worden de determinanten toegepast bij de oplos- 


sing van lineaire vergelijkingen met verschillende onbe- 
kenden ? 


30 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Perspectief. Horizonshoogte 15 cM.; distantie 25 cM. 
In het grondvlak ligt een cirkel (middelpunt M, straal 4 
cM.). Het punt M ligt op een afstand MA == 8 cM. van 
de grondliĳjn, A ligt op gelijken afstand van oogpunt en 
distantiepunt. Cirkel (M) is de grondeirkel van een scheeven 
kegel, welke met zijn top rust tegen het tafereel in een 
punt van den horizon, midden tusschen oogpunt en distan- 
tiepunt gelegen. | 

Teeken de perspectief van dezen kegel, benevens die van 
zijne doorsnijding met een vlak evenwijdig aan het tafereel, 
dat aan den grondeirkel raakt in het punt, dat het dichtst 
bij de grondlijn ligt. 

2. _Axonometrie. / YOX== 135% 420 Y SN 
de coördinaatvlakken YOZ, XO0Z4, XOY liggen de drie 
elkaar kruisende rechten a,b, ec. De rechten a en c zijn 
de richtlijnen eener paraboloïde, die YO4 tot richtvlak 
heeft; b en c zijn de richtlijnen eener paraboloïde, die 
YOZ tot richtvlak heeft. Leg door een in XO Y aange- 
nomen punt P een vlak evenwijdig aan de asrichting zoo- 
wel van de eens als van de andere paraboloïde. 

8. Rechthoekige projectie. In het verticale vlak liëéelë 

a) Eene rechte lijn 4, die met de as van projectie een 
hoek van 45° maakt (opening rechts) en de as in het punt 
A snijdt; 

b) Een cirkel (middelpunt M, straal 5 cM.), die de as 
van projectie raakt in een punt B op 20 cM. ter rechter- 
zijde van A gelegen. 

BM snijdt den cirkelomtrek ten tweeden male in het 
punt C. Cirkel (M) draait om Z en beschrijft dus een ring- 
oppervlak. Tevens is cirkel (M) de normale doorsnede van 
een omwentelingscilinder. 

Bepaal de snijpunten der doorsnede van cilinder en ring 
met een vlak loodrecht op / en gaande door het punt C. 

Bepaal ook de raaklijn aan die doorsnede in het snijpunt, 
dat voor het verticale vlak is gelegen. 


Theoretische Mechanica. 
Voor Technologen. 


1. Bepaal het gewicht eener cirkelvormige plaat (straal 
— d), wanneer in elk punt de dichtheid evenredig is 
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met het vierkant van den afstand tot het middelpunt. 
2. De bewegingsvergelijkingen van een stoffelijk punt zijn 
KDS 
Virg L 
Gevraagd: LL. de vorm der baan; 
II. de tangentiëele en de normale versnelling; 
HI. de aard der kracht, waaraan het punt 
gehoorzaamt. 


Examen voor Landmeter 1907. 
Driehoeksmeting en natuurkunde (9—12 uur). 


1. Bewijs, dat in elken A ABC: 

C À B 
sin( BS) —J- sin ( C+ 5) tin (At 5) Ee 

en B—C C—A __A—B 
ECR O8 7 a: 
2. Van den boldriehoek ABC is gegeven 
ae OLS AT ede, 
Bin 28027 
Gri Al AL 14E, 

Bereken de zijde van een gelijkzijdigen driehoek, die op 
denzelfden bol gelegen is, en een evengroot oppervlak 
heeft als A ABC. 

8. Voor een sferischen hollen spiegel, waarvan de hoofd- 
brandpuntsafstand 5 dM. bedraagt, staat een voorwerp op 
een afstand van 8 dM. De stralen, die, van dat voorwerp 
_ uitgaande den spiegel treffen en vandaar teruggekaatst 
worden, vallen op eene lens, die op een afstand van 14.5 
dM. voor den spiegel is geplaatst en de door den spiegel 
teruggekaatste stralen tot een beeld doet convergeeren. 
Men verlangt de plaats van dit beeld en zijne grootte met 
betrekking tot het voorwerp te kennen, zoo de lens een 
hoofdbrandpuntsafstand van 2 dM. heeft. Tevens wenscht 
men de constructie van het beeld te zien. 


Algebra en Meetkunde (1—4). 


0.72361 


0.37596 
4, Bereken met logarithmen : Alen 


0.065917 * 
0.25176 
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5. Bereken z en y uit de vergelijkingen: 


VWV (ay) =y=l, 
17 Vlag) 0 
VW (« +9) 40 We dy? 


6. Aan twee cirkels met stralen a en Sa, die elkander 
in C raken, trekt men eene raaklijn, welke de beide 
cirkels resp. in A en B aanraakt. Bepaal den inhoud van 
den driehoek, die ontstaat, wanneer A en B met C ver- 
bonden worden. 


Landmeten en waterpassen (9—12 uur). 


1. De lijnen AB en CD zijn op het terrein uitgezet; de 
loodlijn AC op AB is gemeten 87.36 Meter; de hoek ACD 

is gemeten 110° 34’. Uitgaande van 
» het punt A moeten de lijnen BA 
Ten CD vereenigd worden door twee 

cirkelbogen van gelijken straal (100 

Meter), die elkander uitwendig 
raken, en waarvan de eene de lijn AB,‚ de tweede lijn 
CD raakt. Men vraagt die bogen uittezetten. 

2. Wat verstaat men onder het doorslaan van den kijker 
bij een theodoliet, en welke fouten kunnen daardoor wor- 
den geëlimineerd? 


>= 
ie} 
S 
e 
EK 


(1—4 uur). 


3. Men heeft een net van kleine driehoeken van neven- 
staanden vòrm. Hoe wordt dit net opgeme- 
ten, en hoe worden de coördinaten der ver- Ee 
schillende hoekpunten berekend, als die van 
A en B gegeven zijn? 

4, Hoe gaat men te werk om bij het overbrengen van 
het peil over eene breede rivier alle fouten zooveel mogelijk 
te elimineeren ? 


5. Van een zeshoek zijn de coördinaten der hoekpunten 
bekend. Hoe wordt zijn inhoud gevonden? 


Examens Zeevaartkunde 1907. 
Cijferen, van 9 uur tot 12 uur. 


1. 16 Juli 1896 op 16° 50’ geg. N.b. en 51° 50’ geg. 
O.L. des namiddags te 5450 geg. W.T. a/b., is bij aanw. 
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tijdm. — 8u/®30s de maans onderrands gem. h. == 64° 
18’ 10”. Ind. corr. = + 4’. Oog 6 M. b.w. Stand tijdm. 
—= — 18 162 65, 


Gevraagd de ligging van het breedtepunt en de richting 
der hoogtelijn. 


Alm. 
BOREN OBM ke Gr. (idd zons Oste 1W390 1781 
KON leen Gr: Maansmhes0 ns: 120, 26%,5D07:, 
verand. in 10® — —J 21°,3. 
One BEM Cri maanss dant 1047: 125 Zj verand: 


mel 0 161,3. 

Op het oogenblik v. waarn. maans w. & m. —= 16 137, 
en A enh O 

2. 10 Aug. Leert Op 98° 34’ ‘gee. Z.b. en 320 17’ geg. 
W.L. is des morgens ongeveer te 9 uur met het oog 5 M. 
b. w. waargenomen bij aanw. tijdm. — 4u 14m 385, zons 
onderr. gem. h. —= 27° 17. Ongeveer 24} uur later, nadat 
het schip zich sedert deze waarneming om de N. W.t. W. 
16 zeemijl verplaatst heeft, wordt waargenomen: bij aanw. 
tijdm. — 6u 44m 42s, zons onderrand gem. h. —= 45° 35. 


Oog 5 M. b.w. Stand tijdm. —= — 5u5e 325, 
Gevraagd b. en L. 2e waarn. pl. volgens Saint-Hilaire. 
Alm. | 


MOR OS Nees CEE, -ZOIS 0, == 15% 22 30N. verand: 
in 1% —= — 44,/8. 

TROP MARTGn ijd ve et bR038 3 (an ve More) 
verand. in 1% —= — 05,88. 

8. Gegeven ds — + 20°, Ss, dig =H 149,05 dig == Hr 325 
dp == — 9,7; do == — 218, 1 en dog = — 990, 

Gevraagd ds. dig en dio volgens de interpol. formule 
van Astrand. 

N.B. dg beteekent de deviatie bij den koers Oost; 


dz » » ” ” 9 » 2.0. 

die » b}] ob) 9 bj ” Zuid. 

dag » bj » b) ” )) Z. W 7 
enz. 


Zeevaartkunde van 9 uur tot 10 uur 30 m. 


1. Over het berekenen van de doorgangstijden van de 
maan, de planeten en sterren voor een plaats waarvan 
de lengte bekend is, al of niet met behulp van de maans- 
en planeetsdoorgangstijden te Greenwich in den Zeevaartk. 
Almanak. 

Examen-Opgaven in 1907 en 1908, a) 
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2. Bewijs dat de oorzaak die de vloedgolf ten gevolge 
heeft, omgekeerd evenredig is met de derde macht van den 
afstand waarop het vloedveroorzakende hemellichaam van 
de aarde verwijderd is. 


Sterrenkunde, van 10 uur 80 m. tot 12 uur. 


1. Teeken een hemelsfeer voor 0° breedte. Plaats de 
zon, als haar rechte opklimming 2u en háar westelijke 
uurhoek 44 is. Teeken de ecliptica. Plaats een ster waarvan 
de R. O0. 10u en de declinatie 10° Zuid is. Hoe groot is de 
sters amplitudo bij opkomst en hoe groot is de sterrentijd ? 

2. Maak door een teekening duidelijk, hoe de tijdver- 
effening in de lente tweemaal nul kan worden en verklaar 
dat op 21 Maart de tijdvereffening moet worden opgeteld 
bij waren tijd om middelbaren tijd te krijgen. 


Instrumenten, van 9 uur tot 10 uur. 


1. Geef een beschrijving van de inrichting en de werking 
van den tijdmeter. Welke kunnen de oorzaken zijn van 
onregelmatigheden in den gang en hoe tracht men die zoo- 
veel mogelijk te voorkomen. 

2. Beschrijf de inrichting en de werking van het peil- 
‚toestel van Sir W. Thomson en van den loodingtoestel 
van Sir W. Thomson. 


Meteorologie, van 10 uur tot 11 uur. 


1. Geef een overzicht van de algemeene luchtcirculatie 
volgens de theorie van Ferrel en de windstelsels en lucht- 
drukverdeeling op aarde. 

2. Welke zijn de verschillende wolkenvormen volgens 
de internationale benamingen. 


Acte Wiskunde L. 0. 190%. 
Stelkunde (van 9—111/, uur). 


1. Welke waarden voor y voldoen aan 


Vire MEP: 
Bit E57 
As Pen: Breed 


v bsp. v 4096 Cn 0de 
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2. Welk getal van 8 cijfers geeft bij vermenigvuldiging 
met 7 een product, dat rechts eindigt op 344? 
9. Welke waarde moet men aan m toekennen, opdat 


(2—m) a2—2 (2 M—3) rb m6 
negatief zij voor alle reëele waarden van «? 


Planimetrie (van 1—81/, uur). 


1. Trekt men uit een punt P raaklijnen PA en PB aan 
een cirkel en bovendien een sniĳlijn PCD en trekt men de 
RSNRAON GDB Deen DA rdanussCe BD = AD X°BC. 
Men vraagt dit te bewijzen. 

2. Gegeven een hoek A, een punt P daarbinnen en een 
willekeurige lijn, die de beenen van den hoek snijdt. 
Gevraagd uit dat punt als middelpunt een cirkel te trek- 
ken, die de beenen van den hoek snijdt en wel zoodanig, 
dat de lijn, die twee van de snijpunten verbindt, even- 
wijdig aan de gegeven lijn is. 

8. Construeer een rechthoekigen driehoek, waarvan ge- 
geven zijn de som van de rechthoekszijden en de som van 
de hypotenusa met een der rechthoekszijden. 


Stereometrie (van 9—l11/, uur). 


1. Uit een willekeurig punt, in een van twee kruisende 
lijnen gelegen, wordt eene loodlijn op de andere lijn neer- 
gelaten. Bepaal de meetkundige plaats van het midden van 
van die loodlijn. 

2. Van de vierzijdige pyramide TABCD is het grondvlak 
ABCD een parallelogram, de top T is willekeurig. Door 
de middens van de ribben TA en CD wordt een vlak 
evenwijdig aan TD gebracht; gevraagd te onderzoeken, 
in welke punten de overige ribben van het lichaam door 
dit vlak worden gesneden en de verhouding te bepalen 
van de deelen, waarin dit vlak den inhoud der pyramide 
verdeelt. 

8. Is boldriehoek AlBC een der nevendriehoeken van 
boldriehoek ABC, dan is het spherisch middelpunt wan den 
omgeschreven cirkel van genoemden nevendriehoek tevens 
pool van den grooten cirkel, welke de zijden AB en AC 
van den oorspronkelijken boldriehoek halveert. Men vraagt 
dit te bewijzen. 
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Gonio- en Trigonometrie (van 1—3!/, uur). 


1. Bereken alle waarden van x, die voldoen aan 
Cos He tg — sin EE. 

2. In een trapezium, waarvan de evenwijdige zijden AD 
en BC zijn en een opstaande zijde AB is, kan een cirkel 
beschreven worden. Als AB == 5,62, BC == 3,8 en AD == 
8,46 is, bereken dan de lijn, die A met het middelpunt 
van den ingeschreven cirkel verbindt. 

3. Van een driehoek ABC is de tophoek B —= 80°, ter- 
wijl uit B eene lijn getrokken is naar een punt van de 
basis “D, zoodat / ABD == 62° is” Als AD 
CD —= 12, hoe kan men dan de zijden AB en BC bere- 
kenen? (Alleen de wijze van berekening aan te geven). 


Examen M. 0. K,. 190%. 
Stelkunde. (9—11 uur). 


l. Men vraagt de vergelijking 
A 
(ie) et 


op te lossen en te onderzoeken of zij bestaanbare wortels 
kan hebben. 
2. Gegeven zijn vijf vergelijkingen met drie onbekenden 


L, Y, 2 
net by dash 
0 J by + 52 = Iz 
Alle determinanten van de derde orde van de matrix 
| ie bi | 


HEE A5 Ds c | 
zijn nul; van nul verschillend echter is de determinant 
| a Di 
A5 Da E 
Onder welke voorwaarden laten de vergelijkingen oplos- 
singen voor de onbekenden toe? 


8. Bewijs: 
10. dat de grootheid 
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ak 1 1 
Bemet pts maake lg 


afneemt als de aanwijzer „ aangroeit; 

20, met behulp der identiteit 
logn == log 2 +- log > + log 5 J.H bg 
dat S, grooter blijft dan een eindig positief getal; 

30, dat S, bij het toenemen van » tot eene limiet nadert. 


Meetkunde. (1—4 uur). 


1. Gegeven is een gelijkbeenige driehoek OAB (OA —= 
OB). Uit den top O als middelpunt beschrijft men met 
een veranderlijken straal een cirkel. Aan dien cirkel trekt 
men, zoowel uit A als uit B eene raaklijn, welke raaklijnen 
elkander niet snijden in een punt der loodlijn uit O op 
AB neêrgelaten. 

Bepaal de meetkundige plaats van het snijpunt M dezer 
raaklijnen en bewijs, dat MA. MB gelijk is aan het ver- 
schil der vierkanten van OA en OM. 

2. Men beschouwt alle bollen, die hun middelpunt hebben 
in een gegeven vlak, terwijl hun straal gelijk is aan de 
raaklijn uit dit middelpunt aan een gegeven vasten bol, 
die geen punt met het gegeven vlak gemeen heeft. Bewijs 
dat al deze bollen door twee vaste punten gaan. 

8. Wanneer er een bol is, die de zes ribben van een 
viervlak aanraakt, zijn de sommen der overstaande ribben 
even groot, en gaan de drie rechten, die de raakpunten 
van dien bol op overstaande ribben verbinden, door een 
punt. Bewijs dit. 


Trigonometrie. (11—121/, uur). 


1. Men vraagt te bewijzen, dat voor elken driehoek 
ABC de betrekking geldt: | 
C JN B 
sin (s + 5) —J- sin (c J- 3) —J- sin (A+ 3) 
RR Cl pe, 
4 + EN 


2. Bereken z uit de vergelijking 
TT 


1 
A en an S 
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3. Iemand ziet ’s morgens halfvier de zon opkomen in 
het Noord-Oosten. Op welke breedte bevindt zich de waar- 
nemer? En op welke breedte zou hij zijn, als hij op het- 
zelfde uur de zon in het Zuid-Oosten zag opkomen? 


Beschrijvende Meetkunde. (9—12 uur). 


Ll. Gegeven zijn twee kruisende lijnen l en m. Die pun- 
ten der lijn / te bepalen, die op een afstand van 8 cM. 
van de lijn mm verwijderd zijn. 

De lijn 4 is evenwijdig aan de as van projectie; zij ligt 
4 cM. vóór het verticale, 6 cM. boven het horizontale 
projectievlak. De lijn m snijdt de as van projectie; hare 
beide projecties maken hoeken van 45° met die as, doch 
vallen niet in elkanders verlengde. 

2. Uit een punt A der as van projectie wordt in het 
verticale vlak eene lijn getrokken, die een hoek van 80°, 
en eene lijn in ’t horizontale vlak, die een hoek van 45° 
met de as maakt. 

Deze lijnen zijn de doorgangen van een vlak W met 
de projectievlakken. In dit vlak W wordt een punt M 
aangenomen, 4 cM. boven het horizontale vlak; de lijn, 
die de beide projecties van M in de teekening verbindt, 
heeft een afstand van 11 cM. tot A. Het punt M is het 
middelpunt van een, in het vlak W gelegen, regelmatigen 
zeshoek, waarvan twee zijden evenwijdig zijn aan het 
horizontale vlak; lengte der zijden 8 cM. Op de loodlijn, 
in M op het vlak W opgericht, neemt men twee punten 
P en Q, aan weêrskanten van ’t vlak’ gelegen en op een 
afstand van 5 cM. daarvan verwijderd. 

Gevraagd in teekening te brengen de beide projecties - 
van het lichaam, gevormd door de beide pyramides, die 
P en Q tot toppen hebben en den zeshoek tot gemeen- 
schappelijk grondvlak. Verder de verticale projectie te 
bepalen der doorsnede van dit lichaam met een vlak, 
gaande door de middens van die twee zijden van den zes- 
hoek, die evenwijdig zijn aan ’t horizontale vlak en door 
het midden van de lijn, die het punt P met een der laag- 
ste punten van den zeshoek verbindt. 


Analytische Meetkunde. (2—4 uur). 


1. Gegeven zijn twee punten P en Q. Bepaal de meet- 
kundige plaats van een punt S, dat zoodanig gelegen is, 
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dat de rechten PS en QS van de as O X een stuk van 
standvastige lengte afsnijden. In welk geval zal die meet- 
kundige plaats ontaarden ? 
2. Als men uit een willekeurig punt der hyperbool 
A2 — y? = a? + b2 raaklijnen brengt aan de hyperbool 
2 2 
5 — Sr —= l, liggen de vier snijpunten dezer beide raak- 
lijnen met de assen op een cirkel. Bewijs dit. 


Examen M.O. Kr. 1907. 
Theoretische en toegepaste mechanica. (9—12 uur). 


NO. 1. In zeker punt van een verticalen muur bevindt 
zich een horizontaal scharnier, waarom een staaf van 1 M. 
lengte zonder wrijving kan draaien. Deze staaf is aan het 
vrije uiteinde met 25 KG. belast en drukt een horizon- 
talen cylinder van 25 cM. straal en van 50 KG. gewicht 
tegen den muur. Verder is om den cylinder een koord 
gewonden, waarvan een uiteinde langs een deel der staaf 
baat en bij het scharnier aan den muur bevestigd is. 

De wrijvingsweerstand tusschen staaf en cylinder kan 
wel, die tusschen muur en cylinder niet verwaarloosd wor- 
den, De gewichten van staaf en koord blijven buiten reke- 
ning. Wanneer nu de cylinder zich in evenwicht bevindt, 
terwijl de staaf een hoek van 45° met den muur vormt, 
vraagt men te bepalen: 

ad. de spanning in het koord; 

b. den wrijvingscoöfficiënt van muur en cylinder; 

c. grootte en richting van den druk, welke de staaf op 
het scharnier uitoefent. 

NO, 2, Een wig ligt met een van haar zijvlakken op een 
hellend vlak (hellingshoek == 4), terwijl het andere zijvlak 
horizontaal is en blijft. Op dit laatste zijvlak staat een 
lichaam van P KG. Tusschen dit lichaam en de wig be- 
staat geen wrijvingsweerstand; de coëfficiënt der wrijving 
tusschen wig en hellend vlak, die, ofschoon onvoldoende 
om glijding te beletten, niet verwaarloosd mag worden, is 
gelijk aan f. 

Als men verder weet, dat de wig een gewicht van Q 
KG. heeft, wordt gevraagd: 

ad... welke versnellingen de beide lichamen zullen ver- 
krijgen, wanneer het beschreven stelsel aan zich zelf wordt 
overgelaten ; 
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b. wat deze versnellingen worden, wanneer ook het 
bovenste lichaam wrijvingsweerstand van de wig ondervindt, 
en door deze in hare beweging wordt medegenomen. 


Beginselen der kennis van werktuigen en der technologie. 
(1—4 uur.) | 


1. Gevraagd eene korte beschrijving van een of ander 
mechanisch bedrijf, door eenvoudige schetsen toegelicht, 
liefst op grond van eigen aanschouwing. 

2. Geef door eenvoudige schetsen met korte toelichting 
een overzicht van in fabrieken gebruikelijke werktuigen 
tot het ophijschen en verplaatsen van lasten. 

8. Te omschrijven een gedeelte der papierfabricage naar 
keuze, en enkele der daarbij benoodigde werktuigen, door 
eenvoudige schetsen toe te lichten. 

4. Een overzicht te geven van de bewerkingen die eenig 
spinmateriaal in spinnerijen ondergaat om in draadvorm 
te worden afgeleverd. Zooveel mogelijk toe te lichten door 
eenvoudige schetsen van de daartoe benoodigde werktuigen. 

Een of twee dezer vragen naar keuze. 


Examen M. 0. K,. 1907. 
Analytische Meetkunde (1—4 uur). 


1. Gegeven is de bol 22442 + (2—c}?=r2 en het 
VIAKRB tn 

Door den oorsprong OQ brengt men eene veranderlijke 
lijn, die het vlak z=a in een punt P snijdt. Bepaal de 
meetkundige plaats van het snijpunt der lijn Q P met het 
machtvlak van den gegeven bol en den bol op OP als 
middellijn beschreven. Onderzoek welke oppervlakken die 
meetkundige plaats voor verschillenden waarden van «,c 
en 7 kan voorstellen. 

2. Gegeven zijn de cirkel y=0, 4? +22 —=a? en de 
parabool ” — 0, 22 = qa? — ay. 

Gevraagd worden de vergelijkingen der drie kwadratische 
oppervlakken, die door den cirkel en de parabool gaan en 
het vlak z==0 volgens lijnenparen snijden. Bepaal den 
aard dezer oppervlakken en de coördinaten der punten, in. 
welke zij het vlak z =O aanraken. 
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8. Men beschouwt het regeloppervlak, dat tot richtlijnen 

heeft de ruimtekromme: 
Le U PN UL 
UN ERESCHLe te nl, Ad. 

Bepaal de vergelijking van dit oppervlak. Toon aan, dat 
een der beide gegeven rechten eene dubbellijn van het 
oppervlak is, en bepaal op deze rechte punten, waar de 
beide bladen van het oppervlak hetzelfde raakvlak hebben. 


Differentiaalrekening (9—12 uur.) 


1. Van eene vlakke kromme is 7 de voerstraal, ! de 
loodlijn uit den oorsprong op de raaklijn neergelaten, en 
s de boog. Bewijs, dat 

AET 
dr r ds? 

2. Er is gegeven, dat f(@ + h) voor eene zekere waarde 
van & volgens de opklimmende machten van A in eene 
reeks kan worden ontwikkeld. Men vraagt te bewijzen, 
dat de grootheid &, bepaald door de vergelijking 

f@Hh)=f@) + hf + 4), 


voldoet aan de betrekking 


en aa 
| Oh THP @ 
8. Bewijs, dat de uitdrukking 
na, 
Ò z Ò z 
de Òy 


kan overgaan in 
Ò u Ò u 


2u ON en ee, 
e (coen 5E + je): 
Integraalrekening (l—4 uur). 


Ll. Men beschouwt de dubbele integraal. 
Le 1e fadyey de dy 


uitgestrekt over alle elementen van den driehoek, die be- 
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grensd wordt door de lijnen 2 = 0, y= 0,4 Hy =k. 
De getallen a en b zijn positief en geheel ondersteld. 
Wanneer k veranderlijk wordt gedacht, vraagt men te 
bewijzen, dat 
dI alb! db 41 
TED Tt 
2. Van de vergelijking 


2-2)" — Ary HHD) Y — ay == (2) 
is bekend dat, zoo het tweede lid door „ul wordt ver- 
vangen, de bizondere oplossingen y= Sina en y — Cos x 
voldoen. Men vraagt met behulp van dit gegeven de boven- 
staande vergelijking volledig op te lossen. 

9. Integreer de partieele differentiaalvergelijking 
petywsar beware 


sin % 


Beschrijvende Meetkunde (van 9—12 uur). 


1. Te bepalen een punt der doorsnede van eene omwen- 
telingshyperboloïde en eene conoïde, benevens de raaklijn 
der doorsnede in dit punt. 

De as der hyperboloïde is loodrecht op H en heeft een 
afstand van 7 cM. tot V. Verder is van dit oppervlak 
gegeven eene lijn /, gelegen in een vlak, evenwijdig aan 
V en daarvan op een afstand van 10 cM. verwijderd. De 
lijn £ maakt een hoek van 45° met Hs; hare verticale 
projectie snijdt de verticale projectie der omwentelingsas 
in een punt 8 cM. boven H gelegen. 

De conoïde heeft H tot richtvlak; haar beschrijvende 
lijnen snijden alle de lijn 4, benevens een cirkel in V, 
waarvan het centrum M 4 cM. boven H ligt, terwijl de 
lijn, die in de teekening de beide projecties van M verbindt 
7 eM. rechts van de as der omwentelings-hyperboioïde 
gelegen is; straal cirkel 3 cM. 

In eene afzonderlijke teekening de geheele doorsnede der 
beide oppervlakken te construeeren. H is het horizontale, 
V het verticale projectievlak. 

2. De perspectief te teekenen van een regelmatig zeszijdig 
prisma, dat met zijn grondvlak op het horizontale vlak 
staat en de doornede van dit prisma met een gegeven 
vlak W. Afstand horizon tot grondlijn 15 cM., distantie _ 
20 cM. Van den regelmatigen zeshoek in ’tgrondvlak van 
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het prisma loopen twee zijden evenwijdig aan het tafereel; 
het middelpunt van dien zeshoek ligt 4 cM. achter het 
tafereel en 5 cM. links van een vlak door het oog, lood- 
recht op de grondlijn. Lengte zijde zeshoek 3 cM., hoogte 
prisma 10 cM. 

Het vlak W is loodrecht op het tafereel en gaat door 
het middelpunt van ’t grondvlak van het prisma. De door- 
gang van dit vlak met het tafereel maakt een hoek van 
45° met de grondlijn. 


Acte-examen M‚. 190%. 


Perspectief. 


le Groep. Omwentelingslichaam, bestaande uit twee afge- 
knotte kegels en een gedeelte van een bol. Eigen schaduw 
met kunstlicht. 

2e Groep. Cokesbak, bestaande uit een schuin afgeknotten 
cilindervormigen bak, rustende op een kegelvormig voet- 
stuk. Eigenschaduw bij zonlicht. 

se Groep. Omwentelingslichaam, bestaande uit een kegel, 
een cilinder en een deel van een bol. Eigen schaduw bij 


zonlicht. 


4e Groep. Kom, bestaande uit een afgeknotten kegel, 
en een deel van een halven bol. Schaduw op en in de kom 
bij kunstlicht. 


Acte-examen M,. 190%. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


A. Neem het papier in de hoogte en de as van projectie 
28 cM. van den bovenkant. 

Gegeven is een punt T, liggende in de as van projectie, 
10 eM. van den linker zijkant der teekening. Trek door T 
een lijn, die een hoek van 30° maakt met het horizontale 
en een hoek van 45° met het vertikale projectievlak en 
die van T af naar rechts is gericht. 

Beschouw deze lijn als de as van een rechten cirkelkegel, 
waarvan T de top is en die met een beschrijvende lijn op 
het horizontale projectievlak ligt. Construeer daarna het 
raakpunt van dezen kegel met een bol, die behalve den 
kegel ook de beide projectievlakken raakt en rechts van 
den kegel is gelegen. 


4d 


De straal van dezen bol is 4 cM. Een korte toelichting 
betreffende de wijze van oplossing naast de teekening, 
wordt wenschelijk geoordeeld. 

B. Neem het papier in de hoogte, de as van projectie 
25 cM. van den bovenkant en bepaal vervolgens de horiz. 
en vert. projectie van het basement eener zuil van gege- 
ven vorm (omw. lich.) alsmede de eigenschaduw in de 
horizontale en vertikale projectie benevens de slagschaduw 
op het horiz. projectievlak bij gewone lichtrichting. Neem 
de omwentelingsas 15 cM. van den linkerkant van het 
papier en 20 eM. voor het vertikale projectievlak. 

C. Hetzelfde vraagstuk als A, alleen moest alles, wat in 
A links en rechts was opgegeven, hier omgekeerd, dus 
rechts en links, worden genomen. 


Eindexamen der Hoogere Burgerscholen in 1908, 
Algebra (83 uren) 


1. Van de vierkantsvergelijking: 
32104 J-p=0 
is het verschil van de tweede machten der wortels: 
4 (60/5 — 40). 
Bepaal p. 
2. Van eene meetkundige reeks is het aantal termen ge- 


lijk 12, de vijfde term gelijk 104 en de som van de loga- 
rithmen der twaalf termen gelijk: 


_ 96 log. 2 — 50 log. 5. 
Bepaal die reeks. 


3. Men vraagt de waarde van Va te bepalen, als gege- 
ven is: 


a — 0,02775 + P/0,0436. 
Meetkunde (3 uren). 


1. Construeer de lijn » als: 


Cl | 
| 


C 


en a, b en c gegeven lijnen zijn. 
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2. Drie in één punt samenkomende ribben van een vier- 
vlak zijn elk gelijk a centimeter en vormen twee aan twee 
rechte hoeken. 

Bewijs, dat de doorsnede van een vlak, evenwijdig aan 
twee kruisende ribben, met het viervlak een rechthoek is, 
en bereken den inhoud van elk der deelen, waarin het 
viervlak verdeeld wordt door zoodanig vlak, als de door- 
snede een vierkant is. 

Toon daarna aan door optelling van den inhoud van beide 
deelen, dat de inhoud van het viervlak gelijk is aan } a°. 

3. Van een rechthoekigen driehoek A4 BCG, rechthoekig 
in 4, is gegeven / B—=30° en BC =—=a. Uit B als mid- 
delpunt beschrijft men een cirkelboog met BA als straal, 
die de schuine zijde in D snijdt en uit CG als middelpunt 
beschrijft men een cirkelboog met (A4 als straal, die de 
schuine zijde in & snijdt. Gevraagd wordt: 

a. het oppervlak & AD, begrensd door de bogen 4 K en 
AD en de lijn DE; | 

b. de inhoud van het lichaam, ontstaan bij de wenteling 
van deze figuur & 4 D om de schuine zijde. 


Goniometrie en Trigonometrie (3 uren.) 
UL Se OND 


s 
(1 + B, sin %). cosec 2 x + 2 cot 2 —= 8 tg. x. 

2. Bereken ig. 4 X 4 X 30°, dat is fg. 7° 30’ zonder ge- 
bruik te maken van een logarithmentafel. 

Als de verkregen uitkomst tot de eenvoudigste gedaante 
herleid is, toets dan die uitkomst door het opzoeken der 
logarithmen, dus met behulp van een logarithmentafel. 

3. In een halven cirkel is een vierhoek 4 B CD beschre- 
ven. Bereken het oppervlak van den vierhoek, als gegeven 
is: de middellijn A B == 24,56, BC —=10,68 en C D= 8,72. 


Werktuigkunde (3 uren). 


1. Eene homogene overal even dikke staaf rust met het 
eene uiteinde tegen een verticaal en met het andere op een 
hellend vlak, dat met het eerste een hoek van 60° maakt. 
De staaf maakt met het verticale vlak ook een hoek van 
60° en is op het punt van uit te glijden. Hoe groot is de 
wrijvingscoëfficient in de beide steunpunten der staaf, als 
gegeven is, dat zij voor beide vlakken even groot is? 
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2. Een lichaam, dat een gewicht heeft van 10 kilogram, 
beweegt zich in een verticaal vlak. Kerst onder den invloed 
van eene horizontale kracht K=12 kilogram langs eene 
horizontale lijn A B van A naar B, en ondervindt daarbij 
een wrijvingsweerstand, waarvan de wrijvingscoëfficient 
is. De aanvangssnelheid is gelijk nul, de lengte van 
A B —= 80 meter. 

In B aangekomen, houdt de kracht K op te werken en 
gaat het lichaam omhoog langs den binnenkant van een 
halven cirkel BHG, welks middellijn B C loodrecht op A B 
staat. Hierbij ondervindt het lichaam geen wrijving. In CG 
aangekomen, verlaat het lichaam den halven cirkel. Als de 
straal A van den halven cirkel gelijk 830 meter is, en de 
versnelling der zwaartekracht gelijk 10 meter wordt gesteld, 
vraagt men: 

a. hoeveel seconden na het verlaten van den halven 

cirkel in C, het lichaam weder de horizontale lijn 
A B bereikt: 

b. waar de lijn A B bereikt wordt; 

c. de grootte en de richting der snelheid bij het treffen 
der lijn A B; 

d. de drukking door den cirkelwand op het lichaam 
uitgeoefend in het punt £ van den halven cirkel, dat 
in de horizontale middellijn ligt. 

3. Te behandelen één der twee volgende onderwerpen, 

ter keuze van den candidaat: 

dt. voor de schroef af te leiden de betrekkingen tusschen 
de grootte van den last en van de kracht op het oo- « 
genblik, dat de last op het punt is te stijgen en op 
het. oogenblik, dat hij op het punt is te dalen; 

b. de voorwaarden op te geven, waaronder een punt 
zich met eenparige beweging langs een cirkel beweegt, 
en de formule af te leiden voor de middelpunttrek- 
kende kracht, die deze beweging vereischt. 


oi 


Natuurkunde (4 uren). 


1. Op den bodem van een cylindrisch vat, dat gesloten 
is door een zuiger, waarvan het gewicht wordt verwaar- 
loosd, en die zich zonder wrijving langs den wand der 
cylinder bewegen kan, bevindt zich 20 gram water bij 159 
C, zoodat de zuiger op het water rust. 

Men verwarmt dit water totdat al het water in verza- 
digden damp is overgegaan en vraagt: 
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ad. hoeveel warmte is voor deze verwarming noodig? 
b. hoeveel warmte is bij de verdamping verbruikt tot 
het verrichten van uitwendigen arbeid’? 

De barometerstand, gedurende de proefneming, bedraagt 
76 centimer. 

De verdampingswarmte van water wordt gegeven door 
de formule: W == 606,5 — 0,695 t. 

De dichtheid van waterdamp ten opzichte van lucht is &. 

Een liter lucht van O° en 76 centimeter spanning weegt 
1,8 gram. 

Het mechanisch aequivalent van een gramcalorie bedraagt 
425 X 102 gram centimeter. 

Het soortelijk gewicht van water bij 15° C. wordt gelijk 
1 gesteld. 

Het soortelijk gewicht van kwik is 18,6. 


Verder werd verlangd drie onderwerpen kort en zakelijk 
te behandelen, naar keuze uit 8 stellen, elk van 2 vragen. 


Candidaats-examens aan de Technische Hoogeschool (Mei—Juni 1908). 
Toegepaste Mechanica. 1) 
le Zitting. 


1. In bovenstaande constructie (AB vertikale muur; 
AC en BC onder 45° met AB; CEGH en ADF horizontaal; 
Nen El gar DR LD DE EE EO 
onder 45°.) hebben alle staven een zelfde doorsnee F. Van 
de doorgaande staaf E.G.H., die dus geen vakwerkstaaf 
is, is het traagheidsmoment der doorsnede 1. Gevraagd 
wordt de spanningsverdeeling in de constructie, en de zak- 
king van het punt H, als in dat punt de vertikale last P 
aangrijpt. 

2. In een ring, met straal r, is tusschen de beide punten 
A en B, die tegenover elkaar liggen, een staaf aangebracht, 
die vast met den ring verbonden is. In die punten grijpen 
krachten P aan (in de verlengden van AB werkend). Ge- 
vraagd wordt de trekkracht in staaf AB, als de doorsnee 
van den ring gelijk is aan die van de staaf. Afschuiving 
mag worden verwaarloosd. 


I) De figuren zijn weggelaten, doch in elk vraagstuk is een om- 
schrijving opgenomen, waarnaar de lezer ze zelve kan teekenen. Red. 
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3. Een ring, gemaakt van een iĳĳzeren staaf, met een 
dikte van 2 cM., die zoodanig is gebogen, dat de as tot 
een cirkel ís geworden, met een straal van 10 cM., is 
doorgesneden. Aan weerskanten van het doorsnijdingsvlak 
grijpen twee gelijke, tegengesteld gerichte krachten P == 40 
K.G. aan, loodrecht op ’t vlak van den ring. Gevraagd 
wordt voor een willekeurige, normale doorsnee de span- 
ningsverdeeling en de plaats der gevaarlijkste doorsnee. 

4, Een balk AB met rechthoekige doorsnee van 12 cM. 
breedte en 25 cM. hoogte, gewapend met de trekstang 
AC'’B en den stempel CC’, waarvan de vormverandering 
kan worden verwaarloosd, is aan de uiteinden opgelegd, 


en over de geheele lengte van 6 M. belast met 500 —— 


M. 
De elasticiteitsmodulus van ijzer is 2000 eu die van hout 
100 ——. Gevraagd wordt de spankracht in de wapening 


oe 
en de lijn der buigende momenten en der dwarskrachten 
van den balk, als de wapening, vóordat de belasting aan- 
greep, spanningsloos was. Het eigen gewicht kan buiten 
rekening worden gelaten. (AC == CB =8M., CC’ 0.6 M.). 

5. De doorgaande balk ACB is over de geheele lengte 


belast met 1 He bovendien grijpen midden in elk veld 


lasten 1,6 ton aan. Waar is de gevaarlijkste doorsnede? 
Gevraagd wordt verder, welk D.N.P.L. ijzer voor dezen 


balk gekozen moet worden, als de toe te laten buigspan- 


ning 1000 Sn is. 


Wat is de grootste schuifspanning? AC =CB=4M. 

6. Wat is van nevenstaande schoorsteen de gevaarlijkste 
doorsnee? Hoe groot is de daarin optredende grootste druk- 
spanning, als de schoorsteen wordt aangesproken door een 
winddruk van 120 K.G. per M2. vertikale projectie. Het 
soortelijk gewicht van het metselwerk kan gesteld worden 
op ki7 

(De schoorsteen heeft boven en beneden een inwendige 
middellijn van 1.20 M. en 1.96 M.; de steendikte is 0.48, 
0.40, 0.82, 0.24 over telkens 6 Meter hoogte. 


(Wordt vervolgd in den 5en jaargang.) | 
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